
Este libro desea proporcionar un conocimiento

profundo a los lectores interesados en las matemáticas,

a quienes les gustaría conocer mejor cómo aprender

matemáticas (o cómo enseñarlas), o que pudieran eslar

interesados en llegar a comprender porqué es tan difícil

aprender matemáticas (o enseñarlas). La discusión

podría interesarles a los profesores implicados en

cualquiera de los aspectos de la enseñanza primaria.

a cualquiera que tenga que ver con las matemáticas,

el lenguaje, el pensamiento y el potencial del cerebro

humano (o mejor dicho, de los seres humanos) en

general.

El libro no ü'ata de poner de manifiesto cómo deberían

enseñarse las matemáticas, excepto por la constante

reiteración de que se deben aprender con la

comprensión. No existen testimonios sobre métodos

o materiales específicos, porque a la larga no sirven.

Lo que marca la diferencia en el aprendizaje es la

comprensión, no cómo las matemáticas se relacionan

con el mundo físico, sino los tipos de relaciones que

existen dentro de las matemáticas. Lo que marca la

diferencia en la enseñanza es conocer lo que cada

estudiante encuentra interesante y comprensivo, más

que fmslrante y difícil. La enseñanza y el aprendizaje

dependen del conocimiento compartido, que no es

algo que los métodos y materiales didácticos puedan

generar o que las guías curriculares puedan decretar.
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8 Prólogo

¿Qué hace que las matemáticas sean posibles? ¿Qué hace que las matemáticas sean confusas?

¿Por qué las matemáticas ponen nerviosas y provocan inseguridad a tantas personas? ¿Es posible que

sea erróneo el modo de ensenar las materaáücas y cómo se habla de ellas?
Estas preguntas forman parte de un complejo estudio que he realizado sobre otras destrezas

intelectuales del ser humano: lenguaje, escritura, lectura, pensamiento y aprendizaje. Aquí me centro
sobre todo en cómo se habla de las matemáticas, porque el lenguaje es una fuente frecuente de confu-

sión cuando tenemos que explicar las actividades mentales del ser humano.
No estoy dicieDdo que tuviera todo ya planeado cuando empecé mi investigación hace más de

diez años. Entonces solamente tenía un vago concepto de las matemáticas y apenas había tenido en

cuenta su relación con otros aspectos del pensamiento humano. No tenía plan alguno salvo sumergir-

me lo más posible en los libros, la reflexión y las conversaciones sobre las matemáticas. Y cuando lo

hice, empecé a comprender por qué los que son consumados matemáticos piensan que lo que yo ahora
llamo el mundo de las matemáticas es tan convincente y maravilloso. Además también pude com-

prender por qué a muchas personas les resulta tan fmsbrante entrar en ese mundo; por qué tan a menu-

do, antes o después, chocan contra un muro invisible.
Las matemáticas no son necesariamente complicadas o difíciles, tampoco son algo accesible

solamente a una pequeña élite intelectual. Las matemáticas deberían estar al alcance de todo el mundo,

siempre y cuando no se interpusieran obstáculos imprevistos.

Soluciones a problemas olvidados

He llegado a pensar que las matemáticas son un continente enorme, desconocido, pero con for-

midables recursos. La gente ha entrado en este continente por distintos puntos, en diferentes momen-
tos, siguiendo distintas mtas y descubriendo distintas zonas, pero al ñnal han empezado a predominar

algunos caminos y el mapa de algunas regiones está ya muy bien trazado. Se podría hacer una cróni-

ca de esta exploración teniendo en cuenta lo descubierto, la geografía de las matemáticas, y es lo que

muchos estudiosos han hecho. Otros han documentado la historia de algunos de los mejores explora-

dores. Se podría inspeccionar el terreno según los recursos de las matemáticas y los usos que se han
encontrado para ellas. También se podrían escribir guías y libros de consulta sobre cómo pueden los

recién llegados acceder al territorio de las matemáticas y explotar los recursos por sí mismos. Se podría

escribir sobre el tipo de problemas que las personas tenían que resolver para explorar el territorio, las

autopistas y puentes que tenían que construir y los obstáculos que tenían que salvar.
La orientación que he decidido seguir es la de la resolución de problemas, pues considero el

desarrollo de las matemáticas como una historia de personas - de estudiantes y de expertos - inten-

tando entender algo más sobre los números y sobre cómo los números se relacionan entre sí y con el

mundo físico (incluyendo especialmente las relaciones espaciales).
Las matemáticas actuales incluyen una gran cantidad de soluciones a los problemas hallados

y solucionados en el pasado. Las soluciones por sí mismas pueden ser una fuente de confusión para

los recién llegados que no conocen los problemas originales, convirtiéndose todo de esta manera en

algo arbitrario. En vez de intentar entender la geografía básica, deben encontrarle sentido a la infraes-
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tructura, al complejo sistema de carreteras y puentes que pueden ocultar el temtorio real.

El camino que finalmente he seguido en mi viaje para comprender qué hace que las matemá-
ticas sean posibles, pero además difíciles, es el siguiente:

¿Qué se puede decir en general sobre el territorio que estamos explorando?
(Capítulo 1: ¿Qué son las matemáticas?)
¿Cuál es el equipamiento - mental - que todas las personas necesitan para explorar un nuevo

territorio? (Capítulo 2: Dar sentido)
¿De dónde vienen los números? (Capítulo 3: Las matemáticas en el Lenguaje)

¿A dónde van los números? (Capítulo 4: El significado de los números)

¿Por qué los números son cómo son? (Capítulo 5: Números (I): los nombres; capítulo 6: Su
representación escrita)

¿Qué cosas básicas se pueden hacer con los números? (Capítulo 7: Designar, ordenar y cuan-
tificai; capítulo 8: Calcular y medir)

Cómo no perderse. (Capítulo 9' Notación - puntos de referencia en el mundo de las matemá-
ticas)

Los diferentes aspectos de los números (Capítulo 10: Números entre números; capítulo 11:
Números en el espacio)

¿Cuáles son las mejores formas de teabajar con los números? (Capítulo 12: Memorizar, calcu-
lar y consultar)

¿Cuál es la mejor forma de estudiar? (Capítulo 13: Traspasar el muro de cristal)

¿A quién va dirigido este libro?

Espero que este libro proporcione un conocimiento profundo a los lectores interesados en las

matemáticas, a quienes les gustaría conocer mejor cómo aprender matemáticas (o cómo enseñarlas), o
que pudieran estar interesados en llegar a comprender porqué es tan difícil aprender matemáticas (o

enseñarlas). La discusión podría interesarles a los profesores implicados en cualquiera de los aspectos

de la enseñanza primaria, a cualquiera que tenga que ver con las matemáticas, el lenguaje, el pensa-

miento y el potencial del cerebro humano (o mejor dicho, de los seres humanos) en general.

No trato en este libro de poner de manifiesto cómo deberían enseñarse las matemáticas, excep-

to por la constante reiteración de que se deben aprender con la comprensión. No existen testimonios

sobre métodos o materiales específicos, porque a la larga no' sirven. Lo que marca la diferencia en el

aprendizaje es la comprensión, no cómo las matemáticas se relacionan con el mundo físico, sino los

tipos de relaciones que existen denh-o de las matemáticas. Lo que marca la diferencia en la enseñanza

es conocer lo que cada estudiante encuentra interesante y comprensivo, más que frustrante y difícil. La

enseñanza y el aprendizaje dependen del conocimiento compartido, que no es algo que los métodos y
materiales didácticos puedan generar o que las guías cumculares puedan decretar.

No es necesario que seas un matemático para leer este libro. Salvo unas pocas excepciones, no

existen gráficos, ecuaciones, fórmulas, símbolos exóticos o cálculos complejos. Examino aspectos del

lenguaje y de las matemáücas para los lectores que no son ni lingüistas ni matemáticos.
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14 El muro de cristal

Para empezar, déjenme resumir lo que examinaré detalladamente a lo largo del libro. Voy a

hablar de dos mundos diferentes, el mundo físico y el mundo de las matemáticas; y sobre el muro de

cristal que existe entre ambos.
El mundo físico es nuestro mundo familiar de objetos y acontecimientos, directamente acce-

sible a nuestros ojos, oídos y otros sentidos. Todos tenemos un lenguaje para movemos por el mundo

físico y para hacer afirmaciones sobre él. A este lenguaje cotidiano se le suele llamar natural, no por-

que los demás tipos de lenguaje no lo sean, sino porque es un lenguaje que enriquecemos hablándolo,

siempre que tengamos la oportunidad de escucharlo hablar a nuestras familias y amigos durante nues-

tra mñez,

Uso metafóricamente la palabra "mundo" para hablar de las matemáticas porque éste es un
ámbito totalmente diferente del mundo físico. (Usé una metáfora distinta en el prólogo cuando me

referí a las matemáticas como un enorme continente apenas explorado). A las matemáticas se las

puede considerar un mundo porque tienen un paisaje que debe explorarse, donde se pueden hacer des-

cubrimientos y de donde se pueden extraer recursos. Puede suscitar todo tipo de emociones. Pero no

es parte del mundo físico que conocemos, y requiere de diferentes tipos de mapas, de diferentes con-
ceptos y de un lenguaje distinto. El mundo de las matemáticas no surge del mundo físico (es lo que yo

defiendo). Exceptuando la parte que hunde sus raíces en nuestra cabeza, las matemáticas constituyen

un mundo aparte. Entre el mundo físico y el mundo de las matemáticas siempre habrá una separación,

no importa el esfuerzo que hagamos'por acercarlos ni que demos por hecho su interrelación.

El lenguaje que usamos para hablar del mundo de las matemáticas no es el mismo que el que

usamos para hablar del mundo físico. Pero los problemas surgen porque el lenguaje de las matemáü-

cas a menudo parece y suena igual que el lenguaje natural. Se pueden usar las mismas palabras y fra-
ses en ambos lenguajes, pero tienen significados distintos, dependiendo de si se usan para describir

aspectos del mundo físico o aspectos del mundo de las matemáticas. Esto puede ser motivo de gran

confusión. "El cinco es un número primo" es una afirmación propia del lenguaje matemático. Aquí

hay unos plátanos maduros" es una afirmación que pertenece al lenguaje natural. "Aquí hay cinco plá-

tanos" es una afirmación que mezcla el lenguaje natural con el lenguaje de las matemáticas. Cinco

puede parecer una palabra propia del lenguaje diario, pero su significado se encuentra en el mundo de

las matemáticas, no en el mundo de los objetos físicos.
Por último, el muro de cristal es una barrera que separa el mundo físico y su lenguaje natural

del mundo de las matemáticas. La barrera existe solamente en nuestra mente, pero aún así puede resul-

lar impenetrable. Chocamos con el muro siempre que tratamos de entender las matemáticas a. través

del mundo físico y su lenguaje. Nos quedamos detrás del muro siempre que nos aventuramos a enten-

der el mundo de las matemáücas. En cualquier momento, desde que empezamos a relacionamos con

las matemáticas, nos encontramos obstaculizados por el muro de cristal, por fuera mirando hacia aden-

tro.

Estos son los puntos esenciales, el resto es elaboración.

Una cuestión de lenguaje

En el libro veremos cómo pueden surgir enormes problemas cuando nos acercamos a las mate-

Introducción 15

máticas como si fueran parte del lenguaje natural. Tratar de hacerse entender uno mismo a través de
las matemáticas puede resultar desconcertante. Y encontrarse perdido en un entorno incomprensible
produce aversión y puede crear fobias.

Las matemáticas no son un lenguaje, al menos no el tipo de lenguaje que estudian los lingüis-
tas. Tienen una gramática y un vocabulario muy distintos a los de los lenguajes naturales, al menos

distintos de los del lenguaje que aprendemos a hablar con relativa fluidez en los primeros años de nues-

tra vida. Las matemáticas no se traducen directamente a ningún otro lenguaje natural. Si queremos lla-

mar lenguaje a las matemáticas - porque podemos usarlo para comunicar ideas - entonces estamos
usando la palabra "lenguaje" metafóricamente.

Nuestro entorno físico y las matemáticas son mundos aparte. No hay nada que objetar con res-

pecto a esto. La música es también otro tipo de lenguaje. Tiene sus propios mundos que explorar, su

propia gramática y su propio vocabulario y no se puede traducir al lenguaje natural - o a las matemá-
ticas, si a eso vamos - a pesar de que puede emocionar iguaünente.

Para entender y apreciar la música, hay que introducirse en ella. Para entender y apreciar las
matemáticas, hay que sumergirse en ellas. El lenguaje diario es de ayuda limitada a la hora de llegar
al corazón de la música o al de las matemáticas y puede originar confusión y frustración.

La autoridad de los números

Las matemáticas a menudo tienen el poder de hacemos creer que son parte del mundo físico.

Cuando alguien nos dice que hay cuatro huevos en un cesto, podemos ver cuatro huevos en un cesto,

al parecer de la misma forma que podemos ver huevos marrones o huevos pequeños, pero ¿cómo le da

el ser humano sentido a los números? La numeridad - numeridad no es una propiedad física de los

huevos, como el color o el tamaño. ¿De dónde sacamos la idea de los números, si no es del lenguaje?

La mayoría de las discusiones sobre las matemáticas, incluso las que tienen que ver con ense-
ñar aritmética básica a principiantes, dan por hecho el conocimiento de los números. A los niños se

les enseña a "contar", en el sentido de recitar una secuencia breve de números en el orden correcto y

además en el sentido de aplicar apropiadamente esas palabras a colecciones de objetos reales. A los
niños además se les "enseñan" unas pocas formas simples donde los números se relacionan unos con

otros - por ejemplo, que dos veces tres unidades son seis -. Estos "hechos" matemáticos se discuten

de forma discursiva con palabras, a menudo acompañándolas con ejemplos "concretos", como dos

grupos de tres objetos. Pero nada de esto tiene senüdo si el oyente es incapaz de entender a qué se

refieren las palabras que designan números. Esta comprensión subyacente nunca se explica.

En este libro examino en primer lugar cómo los números adquieren sentido, y por qué algunas
personas pueden avanzar desde la más elemental comprensión de los números hasta llegar al más com-

plejo pensamiento matemático, mientras que para otras es difícil ir más allá de los inseguros primeros
pasos matemáticos'.

Mi principal preocupación es cómo se relacionan el lenguaje natural y las matemáticas. (Por
tanto, hablaré de "lenguaje9' cuando me refiera al lenguaje natural, al de cada día. Cuando me refiera

al lenguaje de las matemáticas, haré mención expresa de él). ¿Son parte de la misma empresa mental

o son diferentes, en cuanto que ese lenguaje y las matemáticas son separados como asignaturas en el
aula y como temas en las estanterías de las bibliotecas? ¿Tienen el lenguaje y las matemáticas la
misma raíz? ¿Aprenden los niños a hablar y a hacer matemáticas a la misma vez? Y cuando el len-

guaje y las matemáticas se separan, ¿cómo ocurre?

Casi todo el mundo aprende a hablar, de una forma muy selectiva. Existen unas 10.000 len-

guas diferentes en el mundo y casi todas las personas aprenden a hablar y a comprender en una al

menos. Este es un logro intelectual considerable. ¿Por qué las matemáticas suponen un obstáculo con-

1.- Las mulemáticas en la nctuolidad son mucho más que números, pero los números Fueron el principio de las macemiiljcas y son lafonnaen la que todo

e] mundo se relaciona con Ins molemáLicBS. No exisce razón eu este lihro por la que aventurarse más allá del umbral numérico.
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siderable para algunas personas que han dominado las complejidades del habla, la escritura y la lec-

tura. siendo éstas bastante más abstractas?

La apariencia engañosa de lo obvio

Uno de mis objetivos es investigar los aspectos de las matemáticas que se dan por sentados,

que pueden parecer "obvios" o de "sentido común". ¿Cómo alcanzamos dicha certidumbre? ¿Y cuál

era nuestro punto de vista antes de que lo obvio ñiera tal?
He aquí un ejemplo simple que volveré a estudiar en profundidad posteriormente:
El significado del número "tres" (o 3) normalmente se expUca mostrando tres lápices y dicien-

do, "Esto significa tres" o "esto son tres". Eso es obvio, de sentido común. El concepto matemático se

explica a través del lenguaje y la demostración.
Pero en realidad, mostrar tres objetos para ilustrar el significado de la palabra tres no explica

nada en absoluto, a menos que ya se conozca lo que significa "tres". Para alguien que no esté fami-
liarizado con el concepto de tres, que no haya aprendido los que los números significan, la afirmación

"Aquí hay tres lápices" da por hecho lo que se supone que ilustra. ¿Por qué una persona que no esté
familiarizada con los números debería pensar que la cantidad es lo que los tres lápices se supone que

representan (en oposición a que están hechos de madera, que son instrumentos de escritura, de color

amarillo)?. La "explicación" es como enseñarle un lápiz a una persona ciega para explicarle lo que sig-

nifican las palabras "amarillo" y "color".2

Otro ejemplo: ¿Cuál es el opuesto a "máí"? E] sentido común nos dice que la respuesta es

"menos". Pero ese ejemplo concreto de senüdo común es algo que hemos adquirido en el contexto de
las matemáücas. Para un niño, el opuesto de "más" normalmente es "nada más" o "nada'\lLos padres

que no le dan a un niño algo cuando pide más de ello tampoco le quitan lo que ya tiene. Los profeso-

res que tratan de decirle a un niño que el opuesto de más es menos se encontrarán con una mirada de

extrañeza.

Mientras consideramos que algo es obvio, estamos ignorando la inteligencia que fue necesa-

na para hacer que algo fuera evidente. A la raza humana le hicieron falta muchos siglos para estable-

cer un sistema conceptual con el que comprender qué quiere decir una persona cuando se refiere a tres

lápices" o a "menos de tres". Los niños normalmente adquieren esa idea con relativa rapidez, pero no

porque las ideas sean de sentido común. Las ideas todavía representan un paso de gigante para la

mente humana.

El muro de cristal

Mientras que algunas partes de las matemáücas parecen obvias, otras son - para muchas per-

sonas - sorprendentemente oscuras.

En un determinado momento, para muchas personas (incluido el autor), las matemáticas pasan

de ser una cosa evidente a ser algo denso e impenetrable. La transición suele ser abrupta. Planeamos

por un libro de texto como un pájaro por el espacio abierto, y de repente chocamos contra un muro de

cristal. No podemos entender la naturaleza del obstáculo porque no podemos pasar al otro lado. Lo

único que sabemos es que hemos ido lo más rápido que podíamos, al menos por el momento. Podemos
intentar rodear el obstáculo con determinación y memoria, pero no podremos saber dónde estamos y

cómo podríamos avanzar. Nuestras mentes están estancadas en el mundo físico.

^Incluso los matemállcos pueden hacer esta afirmación. KEFTH DEVLIN abre su maravilloso libro Mashematícs: The Science ofPalterns (1997) con la
afimiación impiovisada: "Reconocer el modelo que llamamos "csVííad de tres" es reconocer qué es lo que timen en común tres manzanar, tres niños,
tres rocas". "¿Ves el modelo común?", puede preguntar un padre a. im hijo, mosirándole tlisíinlas colecciones de trEs objetos" (p. 9). Más información

sobre cslo en el capítulo 3,
3.- WALKERDINE (1988). Eii otro lugar, eUa seanln que ttvolumen" puede no ser para un nifio un concepto de capacidad, sino uno áe los bolonea del mando

a distancia del televisor (WALKERDINE, 19B2).

Introducción 17

Las matemáticas, dentro y fuera de la cabeza

Las matemáticas se pueden encontrar en dos lugares. Una pequeña parte está afianzada en

nuestra cabeza (o en el lenguaje cotidiano) y una parte bastante más grande constituye un mundo apar-
te.

La parte que está en nuestra cabeza es verdaderamente muy limitada, bien seamos los niños
que se encuentran en el umbral del aprendizaje de las matemáticas o bien seamos los más experi-

mentados profesionales de las matemáücas. Esta comprende unos pocos conceptos básicos que ya
están establecidos en el lenguaje hablado, un contraste rudimentario de números (básicamente uno y

más de uno) y un sentido muy general de la cantidad (ser capaz de ver que tres objetos son diferentes

de dos objetos, sin la destreza para contar el número de objetos). Puede que esto no sea gran cosa, pero
es la base de todo el conocimiento matemático que haya sido descubierto y de todas las técnicas mate-

máticas que se hayan podido inventar.

El resto es accesible a nuestro conocimiento sólo en la medida en que nos aventuremos en sus

dominios. La sucesión infinita de números a la que podemos acceder es esencialmente incomprensi-

ble ñiera de las matemáücas, como lo son todos los procedimientos que se pueden llevar a cabo con

ellas. Podemos aprender cómo usar los números y podemos realizar cálculos y otras operaciones con

ellos, normalmente con grandes beneficios personales. Podemos recordar multitud de hechos mate-

máticos. Pero comprenderlos a través del lenguaje cotidiano es algo que está fuera de nuestra capaci-

dad. Las matemáücas solamente pueden comprenderse matemáticamente.

No hay nada raro en esta limitación. Existen multitud de cosas con las que nos familiarizamos,

a las que respondemos intelectual y emocíonalmente y que podemos predecü' e incluso explotar, que

están fuera , que son parte de un mundo externo a nuestra cabeza: como son los planetas, el tiempo,

los océanos. Como es la música. Como son las cosas que el hombre fabrica: arquitectura, coches, orde-

nadares. Si queremos saber más de todo esto, tenemos que mirar fuera, a los objetos en sí mismos, no

dentro de nuestra mente. Podemos pensar en ellos, pero siempre son algo externo a nosotros.

El lenguaje natural no es así. El lenguaje tiene una relación especialmente íntima con la mente

humana. Los significados que les damos a las palabras y a los enunciados provienen de nuestro inte-

nor; están directamente unidos a pensamientos que existen o son inherentes a nuestra mente y a las

emociones que los secundan. No solamente podemos entender el lenguaje, sino que ese lenguaje en
nuestra mente es la base de nuestra comprensión del mundo físico y de nuestras relaciones con todo y
con todos.4

Pero este lenguaje no es capaz de proporcionar una comprensión de las matemáticas, mas que
hasta un punto limitado - una vez más, solamente como "uno" y "más de uno", y sólo de forma apro-

ximada aunque eficaz. La enorme cantidad de matemáticas, exceptuando el pequeño fragmento que se

basa en el lenguaje, es inaccesible si no es a través del mundo de las matemáticas. Podemos pensar en

el resto de las matemáticas, pero solamente a través del pensamiento sobre las matemáticas.

Es una idea compleja y poco conocida, y radical, el que solamente una parte muy pequeña de
las matemáticas se puedan ver a través del lenguaje coüdiano. La idea se desarrollará a través de todo
el libro.

ceu con frecuencia eu mis discusiones. ~LQE pedautes argumenLnn que existe una diferencia entre menie y4,- La palabra mente y la palabra cerebro apare

logíu y la psicología del pensamieuto y el componamiento humauos.
Nuestn lengua es especialmenle rica en usos diferentós y a veces yuxtapuestos para las palabras menle y cerebro. Decimos "tener algo en menle pero

usado las palabras meule y cerebro surgen de una casualidad Imgüística
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CAPÍTULO 1

¿QUÉ SON LAS MATEMÁTICAS?

Es muy lícito que se me pregunte exactamente de qué estoy hablando cuando uso la palabra

matemáticas" y debo responder que no lo sé exactamente. No es una negligencia por mi parte, espe-

ro, sino una evidencia del hecho de que el lenguaje natural y el lenguaje de las matemáticas son fun-
damentalmente diferentes.

Los aspectos semánticos surgen inevitablemente con el lenguaje natural. El lenguaje de las

matemáücas nunca es ambiguo y nunca existe duda alguna sobre lo que un enunciado matemático
quiere decir.5 La palabra "matemáticas" no es un término matemáüco, sino una parte del lenguaje naE-

ural." Cuando digo que es imposible entender las matemáticas a través del lenguaje natural (en oposi-

ción al lenguaje de las matemáticas), no es porque haya algo peculiar en las matemáticas. La ambi-

güedad y la imprecisión son inevitables en el lenguaje natural y esa es la razón por la que las mate-

máticas, la música, la inforaiática, los juegos de cartas tienen que tener lenguajes especiales; no admi-
ten la ambigüedad propia del lenguaje cotidiano.

Preguntemos a los matemáticos qué son las matemáücas7 y obtendremos múltiples respuestas.

Nos dirán que las matemáticas son la ciencia de los números o el estudio de las combinaciones o un

lenguaje o un tipo de lógica, un arte, un sistema de símbolos y reglas, una herramienta, incluso una

disciplina mental. Todas estas respuestas son válidas en cuanto descnpciones parciales. Son medios

metafóricos de mirar las matemáticas (como mi referencia a las matemáticas como un mundo). Pero

ninguna explica qué son las matemáücas. Ninguna de estas afirmaciones encierra lo que podría lla-

marse la esencia de ¡as matemáticas, desde luego no hasta el punto de informar a cualquiera que no

hubiera tenido contacto alguno con las matemáticas; un niño, por ejemplo. En otras palabras, el len-

guaje no nos dice gran cosa sobre las matemáticas como un todo, al menos no más de lo que dice con

respecto a la música.

Los diccionarios no son de gran ayuda. Los diccionarios ofrecen descripciones y ejemplos de

cómo se usan las palabras, pero no ofrecen una visión de aquello a lo que hacen referencia (ver nota

4). Ni siquiera garantizan la existencia de aquello a lo que las palabras se refieren. Mi diccionario des-

mbiguas pero pueden referirse a uua o más siluaciones mateinüúcas. La raíz üuadrada de cuauo (o 2 o -2) es5,- Las afinnnciones matómikicas no son aint

una incógnita pero no una ambigüedad.

6 - No quiero sugerir que [u imprecisiún del le
bilidud cié decir algo nuevo. En realidad, los
pnru permitir ir mis ullá de las limiLaciones 41
7 - La i de lo palahro matemáticüS puede
el sufijo icui'" es ¡iingulur y lince mención a
cíente u . La s" no está presentó en pulabms

siciún Je "lea" a "ii:as" tuvo lugar cuando los

e] siglo XVI.

inguaje natural sea uu defecm. Los lIiTÜtes permeables penniteu e] crecimiento, la novedad y la eterna posi-

especialisLaa eii algunas recóndiias áreas de las matemálicns han inlroduuido la noción de "lógica difusif

[ue la estricta lógica maiemíúca iinpoiidria eu ellns (MCNEILL y FREIBEIIGER, 1993).
tiur lugar a pensar que es un nombre colecúvo; "las mtitemútscus son" eu vez de "la nwtemáncíi es"-, pero

un área de esludio o de interés comúu y se deriva de los sufijos griegos y luimos que significan pertene-
como música, arimiérica y lógica, aunque la derivación seinSnuca del sufijo tiene el misino origen In irau-
especialistas académicos empezaron B demaicar loa territorios que deseaban para sf mismos, sobre lodo en
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cribe criaturas imaginarias. También define verdad, belleza, justicia y ética, que tampoco son cosas

cuyas esencias se puedan inspeccionar personalmente o sobre las que las personas puedan llegar a un
acuerdo. Nadie puede apelar a un diccionario como autoridad en cuestiones teóricas o filosóficas.

En mi diccionario, la definición de matemáticas alude a una "ciencia abstracta de las canti'

dades" que reúne tres "ciencias" más específicas - geometría (que tiene que ver con "la medición del

espacio"), aritmética (relacionada con los números y el cálculo)8 y álgebra (que tiene que ver con la

relación entre símbolos). Es posible que todo esto sea verdad, según parece, pero no va muy lejos. La

geometría, la aritmética y el álgebra no son territorios exclusivos o comprensivos de pensamiento o

actividad; se solapan, y dejan fuera otras áreas significativas de las matemáticas. Además, con toda

seguridad las matemáticas son más que una ciencia o un conjunto de ciencias. Son algo que todas las

personas hacen y de lo que saben algo, incluso sin ser científicos ni proclamarse matemáticos.
El filósofo y matemático Bertrand Rusell tenía una breve respuesta para la pregunta de qué son

las matemáticas: es lo que hacen los matemáücos. Pero una vez más, las personas que no son mate-

máticos hacen matemáticas. Si uno puede hablar, es prácticamente imposible que ignore las matemá-
ticas. Las matemáticas no son tanto una forma particular de comportamiento como una enorme cantí-
dad de formas particulares de actividad (al igual que escribir puede ser componer un poema con un

bolígrafo o rellenar la devolución de los impuestos en un ordenador).
Obviamente, una gran parte de las matemáticas tiene que ver con los números, el tema de este

libro. La esencia de este aspecto de las matemáticas yace no tanto en lo que se puede hacer con los

números como en las relaciones que existen entre ellos - qué tienen el 1, 2,3 y todos los demás núme-

ros que los hace tan productivos cuando se usan juntos en el cálculo, con una precisión y ñabilidad

únicas en la experiencia humana.
Existen otros aspectos de las matemáticas que no tienen nada que ver con los números.

Algunos de los aspectos implican relaciones espaciales (que tienen que ver, por ejemplo, con las for-

mas, la velocidad, la dirección o las superficies y los agujeros). Muchas personas creen que es útil pen-

sar en los números en términos espaciales. Otros aspectos tienen que ver con relaciones lógicas (por

ejemplo, que si A es mayor que B, y B es mayor que C, entonces A debe ser mayor que C), Los núme-

ros pueden analizarse en términos de relaciones lógicas sin un cálculo preciso.
No sorprende que ni los matemáticos ni los diccionarios sean capaces de definir la esencia de

las matemáticas. "Matemáticas" es una palabra; eso es todo. Y al igual que muchas palabras, se puede

usar en multitud de formas. Podemos examinar algunas de las cosas que se han hecho en nombre de

las matemáticas, y reñexionai sobre lo que las hizo posibles, pero esforzamos en definir con exactitud

lo que constituye las matemáticas no nos llevará a ninguna parte.

Los significados de "Matemáticas"

La palabra matemáticas tiene múltiples significados. Para empezar, se puede referir a lo que
las personas hacen o a lo que saben. Muchas personas participan en actividades de naturaleza mate-

mática sin ser conscientes de ello, por ejemplo, cuando dan, llegan a la conclusión de que si gastan

parte de su dinero, les quedará menos, o que el peso de una parte de la balanza está relacionado con
el peso de la otra parte. Lo hacen sin saberlo. Por otra parte, muchos de nosotros podemos recitar cono-

cimientos matemáticos que nunca hemos usado, relacionados tal vez con el tan nombrado cuadrado de

la Mpotenusa o la identidad de algunos números primos o las raíces cuadradas. Estos son datos incrus-

tados en nuestra memoria más que destrezas reflejadas en resultados, como las fechas de las antiguas

batallas aprendidas de memoria. Las conocemos sin haber hecho nada.
Obviamente, algunas personas conocen más datos de naturaleza matemática que otras, aunque

B-- La ananéuca solía ser lo que los nmos hacíau en la escuela, una de las tres Reglas, la hipérbole educativa ha exagemdo la lectura, escritura y BTÍI-

mítica y las ha convenido en capacidad de leer y escribir, destrezas para la comunicoción y matemihcas.

¿Qué son las matemáticas? 21

es probable que no existan dos personas que sepan lo mismo. Y tampoco es muy probable que haya

dos personas que tengan el mismo repertorio de destrezas. Y hay muchas más matemáticas de las que

cualquier individuo pueda conocer. Dudo mucho de que todas las personas del mundo juntas puedan
conocer todas las matemáticas que existen en todos los libros de matemáticas, revistas y sitios de
Internet en la actualidad.

Nadie podrfa decir que las matemáticas que existen en los libros y en cualquier otra fuente ago-

tan todas las matemáticas que existirán. La evidencia es la contraria. Las publicaciones profesionales

sobre temas matemáticos proliferan, tanto en formato impreso como electrónico. Nadie es capaz de

leer todo lo que se publica. En realidad, cuanto más conocimiento matemático se desarrolle, mayor es
la ignorancia relativa existente.

Por lo tanto, existen cuatro modos generales de usar las matemáticas:

1. Matemáticas puede referirse al conocimiento que los individuos poseen de una naturale-

za matemática, en relación - por ejemplo - con las tablas de sumar y multiplicar; la naturaleza de los

números impares, pares y primos; los porcentajes; los exponentes; las raíces y las ecuaciones cuadra-

das. Es posible que algunos datos que los individuos poseen no se encuentren en textos matemáticos,
que no tengan un estatus formal. Las Matemáticas en el sentido de "conocimiento" deberían dejar de

considerarse una ciencia; son un conjunto de cosas que los individuos conocen (o creen).

2. Matemáticas también puede hacer referencia a las destrezas que las personas ejercitan en

determinadas circunstancias. Los diferentes individuos pueden tener diferentes repertorios de destre-

zas, que además pueden diferir de los procedimientos establecidos formalmente en los textos mate-
máücos, al igual que la forma en que los individuos hablan y escriben pudiera ser muy diferente de los

ejemplos que aparecen en los libros de gramática. Las matemáticas en este sentido operativo" no son

- una vez más - una ciencia; son una variedad de cosas que la gente hace.

3. Matemáticas puede referirse a todo lo que en algún momento se haya dicho sobre un tema

matemático. Esto es literalmente un mundo de las matemáticas" puesto que existe independiente-
mente de los individuos, y existiría en los Ubros y en otros medios, disponibles para ser decodificados

y redescubiertos tal vez por visitantes de otros planetas si no quedara humano alguno en la tierra.

4. Matemáticas" puede referirse a los reinos potenciales de conocimiento y poder que se

extienden más allá de cualquier punto que los aventureros humanos hayan podido alcanzar, pero a los

que sin duda alguna pueden llegar y explorar.

Cualquiera puede ser matemático, incluso sin conocer ni comprender las fórmulas matepiáti-

cas que aparecen en los textos y que se exponen en las aulas. Todo el mundo es sensible a una cosa

después de la otra" que es la base de las matemáticas numéricas. Podemos calcular, comparar, con-

trastar y calcular (aunque no usemos el sistema numérico convencional); podemos reconocer igualda-

des y diferencias.

Muchas personas pueden calcular su cambio ~ e incluso calcular balances de beneficios y pér-

didas y márgenes de interés - de acuerdo con sistemas que ellos mismos han inventado, aun cuando

no puedan entender los mismos conceptos abstractos que aparecen en los libros.9 Las matemáticas no

son algo que se le imponga o se le inserte a las personas; provienen de ellas. Las matemáücas que apa-

recen en los libros de texto no son una descripción de cómo la gente en verdad piensa y hace mate-
máücas. Tal vez son necesarios términos nuevos para "hacer matemáticas", "ser matemático" o "com-

prender las matemáticas" para disünguír el acto de la abstracción (al igual que tenemos términos dife-
rentes para los actos de "hablar" y "escribir" para distinguirlos de las abstracciones de "lenguaje y

"gramática").

¿Cómo son las Matemáticas?

9.- Para ver uu estudio detallado sobre las matemálícas cnserns de uuos vendedores de chucherias en Papua Nueva Guinea, véase SAKE (1991). Para lu

descripción de un uso mfomiíd de las matemáticas en los supenneicados, véase LAVE, MURTAUGH y DE LA ROCHA (1984).
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matemático. Esto es literalmente un mundo de las matemáticas" puesto que existe independiente-
mente de los individuos, y existiría en los Ubros y en otros medios, disponibles para ser decodificados

y redescubiertos tal vez por visitantes de otros planetas si no quedara humano alguno en la tierra.

4. Matemáticas" puede referirse a los reinos potenciales de conocimiento y poder que se

extienden más allá de cualquier punto que los aventureros humanos hayan podido alcanzar, pero a los

que sin duda alguna pueden llegar y explorar.

Cualquiera puede ser matemático, incluso sin conocer ni comprender las fórmulas matepiáti-

cas que aparecen en los textos y que se exponen en las aulas. Todo el mundo es sensible a una cosa

después de la otra" que es la base de las matemáticas numéricas. Podemos calcular, comparar, con-

trastar y calcular (aunque no usemos el sistema numérico convencional); podemos reconocer igualda-

des y diferencias.

Muchas personas pueden calcular su cambio ~ e incluso calcular balances de beneficios y pér-

didas y márgenes de interés - de acuerdo con sistemas que ellos mismos han inventado, aun cuando

no puedan entender los mismos conceptos abstractos que aparecen en los libros.9 Las matemáticas no

son algo que se le imponga o se le inserte a las personas; provienen de ellas. Las matemáücas que apa-

recen en los libros de texto no son una descripción de cómo la gente en verdad piensa y hace mate-
máücas. Tal vez son necesarios términos nuevos para "hacer matemáticas", "ser matemático" o "com-

prender las matemáticas" para disünguír el acto de la abstracción (al igual que tenemos términos dife-
rentes para los actos de "hablar" y "escribir" para distinguirlos de las abstracciones de "lenguaje y

"gramática").

¿Cómo son las Matemáticas?

9.- Para ver uu estudio detallado sobre las matemálícas cnserns de uuos vendedores de chucherias en Papua Nueva Guinea, véase SAKE (1991). Para lu

descripción de un uso mfomiíd de las matemáticas en los supenneicados, véase LAVE, MURTAUGH y DE LA ROCHA (1984).
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Las matemáücas son, en cierto sentido, como muchas otras cosas, pero no son exactamente lo

mismo que otras tantas.

A pesar de las frecuentes analogías, las matemáticas no son un lenguaje como es el que habla-
mos (aunque al igual que el arte o la música puede ser un medio de comunicación) la mayoría de las

matemáticas no son desde luego como una "lengua natural" que los niños en cada cultura aprenden

de las personas que los rodean, tampoco son una "lengua extranjera" como pueden ser el lituano, el

japonés o el inglés para hablantes de otras lenguas. Las lenguas naturales son inter traducibles - cual-

quier cosa que se diga en alemán o en suahili o incluso en una lengua muerta como el latín o elsáns-

crito puede traducirse a cualquier otra lengua (con ciertas estratagemas en el caso del vocabulario

especializado). Algunos enunciados matemáücos pueden trasladarse a enunciados lingüísticos, aunque

a menudo haciendo uso de muchos circunloquios y con la consiguiente pérdida de precisión, pero es

imposible hacerlo al contrario. Intentemos componer un poema o una reseña cinematográfica en forma

matemática.
Las matemáticas tienen solamente una gramáüca y un vocabulario esqueléticos. Son en primer

lugar un gran número de hechos relaciónales (que pueden en un momento haberse calculado sistemá-
ticamente pero que ahora deben ser aceptados al pie de la letra). El conocimiento de las matemáticas

es más como el conocimiento de la geografía que como el conocimiento de la lengua - y al igual que

el conociíniento de la geografía depende en gran parte de los viajes concretos que cada individuo haya

realizado. El "habla matemática" es usada y entendida sobre todo por los matemáticos. Los expertos

en matemáticas normalmente enseñan a estudiantes universitarios, que ya tienen una buena idea del
habla matemática, al igual que los usuarios de ordenadores comprenden la "ciberhabla". Cuanto más

abstrusas se vuelven las matemáticas, menos matemáticos son capaces de hablar profesionalmente de

ellas, incluso entre sus mismos colegas.
Las matemáticas tampoco son como la música, aunque se pueden encontrar armonías musica-

les en las matemáücas y se puede decir que ambas se ñmdamentan en patrones . Las matemáticas no

se construyen a partir de notas, acordes, annonías, ritmos y tiempos como ocurre con la música. Una

sinfonía no puede experimentarse en forma de ecuación o diagrama matemáticos.

Las matemáticas pueden considerarse una historia, excepto que no tiene personajes m un argu-

mentó complejo que se vaya descubriendo constantemente.10 La analogía es aproximada, pero útil. Al

igual que las matemáticas, las historias deben ser internamente consistentes y lógicas, aunque el tema

sea caótico.

Las historias son la forma en que damos sentido a la experiencia. Imponemos las historias en

el mundo y construimos mundos con nuestras historias. Cualquier cosa de la que no podamos hacer

una historia no la podremos comprender. Los hechos y las relaciones en las historias no siempre refle-
jan hechos y relaciones del mundo físico. Pero dentro de la historia debe haber consistencia y por lo

tanto existe la posibilidad de que sea verdad. En las historias existen los personajes, y lo que les ocu-
rre en la historia es real (con respecto a la historia). ¿Existe Hamlet? En la historia sí. ¿Existen los fan-

tasmas? En las películas, sí. Cuando Polonio es atravesado por una espada, se adecúa a los imperati-

vos del mundo dramático en el que existe - sangra y muere.
¿Existen los números? En el mundo o en la historia de las matemáticas, sí. Siempre que se les

usa o se piensa en ellos. Se comportan de acuerdo con los imperativos del mundo de las matemáücas.
¿Y qué decir de la infinidad de los números que nunca se han usado o que ni siquiera se ha pensado

en ellos? También existen - potencialmente. Ocurre como con cualquier otra construcción humana.
¿Existen los edificios? Por supuesto, ¿dónde? En el mundo físico ¿Dónde existe el conoci-

miento sobre los edificios? Hasta cierto punto en la mente de las personas, pero sobre todo en los libros

y en las estructuras de los edificios que ya existen. ¿Existen los edificios antes de que se construyan?

10,- FIELD (1989) describe el punco de vista "imaginario" de que las matemíticas son uua bueua historia. Al igunl que muchas historias, puede ser la ver-
dad en decemuuadas circunscancifls. El mismo autor (RELD, 1980) afimifl que podría ser posible hacer cienciu con Uslorias pero sin números, aunque
reconoce que las mBtemfiticaa son vélidas coino mslnunento en delenninados c*isoa eu los que las liistorins no lo son,

¿ Qué son las matemáticas ? 23

Potencialmente - un número infinito de ellos. ¿Dónde? En ningún lugar; no todavía. Las cosas con

existencia potencial no tienen existencia actual y no residen en ningún lugar.

Después de tantas cosas negativas, ¿se puede decir algo positivo sobre la naturaleza de las

matemáticas? En un sentido muy general, las matemáticas (como la lengua, la música, la arquitectu-

ra, e] arte, el deporte y el amor romántico) son atribuibles solamente a la forma creativa en que los

humanos somos capaces de pensar. No podríamos tener matemáticas si no fuésemos capaces de pen-
sar en términos matemáücos. Las matemáticas, como una empresa, son producto de la imaginación y

la creatividad humanas, que implican curiosidad, invención, descubrimiento, razonamiento, aprendi-
zaje, comprensión, interés y esfuerzo."

Las matemáticas son además un fenómeno social, que implica no solamente la forma en que

otras personas nos perciben y tratan con nosotros, sino también la forma en que nosotros nos percibi-
mos en relación con los demás. Finalmente, son una actividad interactiva. La gente desarrolla las mate-

máücas de muchas formas ejercitando sus cerebros con matemáticas que ya existen. Todas las mate-

máticas, incluso las más primitivas, dependen de las matemáticas que se habían hecho anteriormente.
Nuestro nivel matemático depende hasta cierto punto de nuestras historias personales. Y al igual que

cualquier otra cosa que nos suceda, las matemáticas además implican suerte, o casualidad, en la forma
en que nuestras vidas se desenvuelvan.

A veces las matemáticas pueden ser congruentes con el mundo físico, pero solamente hasta, el

punto en que seleccionamos y organizamos aspectos de ese mundo para que se correspondan con nues-

tras matemáticas. Es una coincidencia más que una reflexión. Las matemáücas pueden adecuarse de

una manera saüsfactoria en cálculos simples y en situaciones muy concretas. Pero los fenómenos

complejos, como la física, la economía y la psicología necesitan mucho modelado y ajuste de curvas

para que las matemáticas puedan apenas aplicarse. Las personas que preguntan si el mundo es mate-
matice deberían explicar de qué aspectos están exactamente hablando.

Incluso así, la coincidencia entre matemáticas y realidad física es a veces notable. Las dimen-

siones y los pesos de los objetos físicos respetan nuestras leyes matemáticas, incluso si los sumergi-

mos en agua o los arrojamos al aire. El amanecer y el atardecer se ajustan a las restricciones matemá-

ticas que les hemos asignado. Hace unos 100 años, los matemáticos calcularon correctamente la exis-

tencia de planetas hasta entonces desconocidos e insospechados. El universo parece seguir nuestras
leyes matemáticas - un hecho capitalizado por los estudiosos del cosmos que usan las matemáticas -

y nada más - para probar sus teorías de cómo empezó el universo.

A la larga, el mundo físico y el mundo de las matemáticas tienen que estar de acuerdo uno con

otro porque no es posible que nosotros vivamos en dos tipos diferentes de realidad. No sería sorpren-

dente que todos los constmctos mentales que colocamos en el mundo, como la evidencia de nuestros

distintos sentidos, encajen en un todo consistente y coherente, sobre el que todos estemos de acuerdo.

Sí no fuera este el caso, el mundo no seria como es y nosofros no seríamos quienes somos.

Inevitable e invariable

Las matemáticas representan sus propias relaciones lógicas y computacionales, no incluyen
nada del mundo físico (incluyendo el cerebro humano). El mundo de las matemáticas podría existir si

la raza humana se extinguiera; incluso si no existiera el mundo físico como lo conocemos. Las estruc-

turas de las matemáticas no necesitan un cerebro humano o un mundo físico que las sostenga. Por defi-

nictón, dos y dos son cuatro en cualquier universo. Por definición el cuadrado y el círculo tendrían las

mismas propiedades geométricas en cualquier universo en el que pudieran existir o ser imaginados.
Todas las matemáticas necesitan para persistir algún lugar donde manifestarse. Y durante siglos el

11.- Para UUB visiüu inieresaiite e idiosÍDCrasica de cómo las malemácicas pueden haber evolucionndo del upo de peusamiento que hace posible el len-
guaje, verDEvuN (2000).
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Las matemáücas son, en cierto sentido, como muchas otras cosas, pero no son exactamente lo

mismo que otras tantas.

A pesar de las frecuentes analogías, las matemáticas no son un lenguaje como es el que habla-
mos (aunque al igual que el arte o la música puede ser un medio de comunicación) la mayoría de las

matemáticas no son desde luego como una "lengua natural" que los niños en cada cultura aprenden

de las personas que los rodean, tampoco son una "lengua extranjera" como pueden ser el lituano, el

japonés o el inglés para hablantes de otras lenguas. Las lenguas naturales son inter traducibles - cual-

quier cosa que se diga en alemán o en suahili o incluso en una lengua muerta como el latín o elsáns-

crito puede traducirse a cualquier otra lengua (con ciertas estratagemas en el caso del vocabulario

especializado). Algunos enunciados matemáücos pueden trasladarse a enunciados lingüísticos, aunque

a menudo haciendo uso de muchos circunloquios y con la consiguiente pérdida de precisión, pero es

imposible hacerlo al contrario. Intentemos componer un poema o una reseña cinematográfica en forma

matemática.
Las matemáticas tienen solamente una gramáüca y un vocabulario esqueléticos. Son en primer

lugar un gran número de hechos relaciónales (que pueden en un momento haberse calculado sistemá-
ticamente pero que ahora deben ser aceptados al pie de la letra). El conocimiento de las matemáticas

es más como el conocimiento de la geografía que como el conocimiento de la lengua - y al igual que

el conociíniento de la geografía depende en gran parte de los viajes concretos que cada individuo haya

realizado. El "habla matemática" es usada y entendida sobre todo por los matemáticos. Los expertos

en matemáticas normalmente enseñan a estudiantes universitarios, que ya tienen una buena idea del
habla matemática, al igual que los usuarios de ordenadores comprenden la "ciberhabla". Cuanto más

abstrusas se vuelven las matemáticas, menos matemáticos son capaces de hablar profesionalmente de

ellas, incluso entre sus mismos colegas.
Las matemáticas tampoco son como la música, aunque se pueden encontrar armonías musica-

les en las matemáücas y se puede decir que ambas se ñmdamentan en patrones . Las matemáticas no

se construyen a partir de notas, acordes, annonías, ritmos y tiempos como ocurre con la música. Una

sinfonía no puede experimentarse en forma de ecuación o diagrama matemáticos.

Las matemáticas pueden considerarse una historia, excepto que no tiene personajes m un argu-

mentó complejo que se vaya descubriendo constantemente.10 La analogía es aproximada, pero útil. Al

igual que las matemáticas, las historias deben ser internamente consistentes y lógicas, aunque el tema

sea caótico.

Las historias son la forma en que damos sentido a la experiencia. Imponemos las historias en

el mundo y construimos mundos con nuestras historias. Cualquier cosa de la que no podamos hacer

una historia no la podremos comprender. Los hechos y las relaciones en las historias no siempre refle-
jan hechos y relaciones del mundo físico. Pero dentro de la historia debe haber consistencia y por lo

tanto existe la posibilidad de que sea verdad. En las historias existen los personajes, y lo que les ocu-
rre en la historia es real (con respecto a la historia). ¿Existe Hamlet? En la historia sí. ¿Existen los fan-

tasmas? En las películas, sí. Cuando Polonio es atravesado por una espada, se adecúa a los imperati-

vos del mundo dramático en el que existe - sangra y muere.
¿Existen los números? En el mundo o en la historia de las matemáticas, sí. Siempre que se les

usa o se piensa en ellos. Se comportan de acuerdo con los imperativos del mundo de las matemáücas.
¿Y qué decir de la infinidad de los números que nunca se han usado o que ni siquiera se ha pensado

en ellos? También existen - potencialmente. Ocurre como con cualquier otra construcción humana.
¿Existen los edificios? Por supuesto, ¿dónde? En el mundo físico ¿Dónde existe el conoci-

miento sobre los edificios? Hasta cierto punto en la mente de las personas, pero sobre todo en los libros

y en las estructuras de los edificios que ya existen. ¿Existen los edificios antes de que se construyan?

10,- FIELD (1989) describe el punco de vista "imaginario" de que las matemíticas son uua bueua historia. Al igunl que muchas historias, puede ser la ver-
dad en decemuuadas circunscancifls. El mismo autor (RELD, 1980) afimifl que podría ser posible hacer cienciu con Uslorias pero sin números, aunque
reconoce que las mBtemfiticaa son vélidas coino mslnunento en delenninados c*isoa eu los que las liistorins no lo son,
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Potencialmente - un número infinito de ellos. ¿Dónde? En ningún lugar; no todavía. Las cosas con

existencia potencial no tienen existencia actual y no residen en ningún lugar.

Después de tantas cosas negativas, ¿se puede decir algo positivo sobre la naturaleza de las

matemáticas? En un sentido muy general, las matemáticas (como la lengua, la música, la arquitectu-

ra, e] arte, el deporte y el amor romántico) son atribuibles solamente a la forma creativa en que los

humanos somos capaces de pensar. No podríamos tener matemáticas si no fuésemos capaces de pen-
sar en términos matemáücos. Las matemáticas, como una empresa, son producto de la imaginación y

la creatividad humanas, que implican curiosidad, invención, descubrimiento, razonamiento, aprendi-
zaje, comprensión, interés y esfuerzo."

Las matemáticas son además un fenómeno social, que implica no solamente la forma en que

otras personas nos perciben y tratan con nosotros, sino también la forma en que nosotros nos percibi-
mos en relación con los demás. Finalmente, son una actividad interactiva. La gente desarrolla las mate-

máücas de muchas formas ejercitando sus cerebros con matemáticas que ya existen. Todas las mate-

máticas, incluso las más primitivas, dependen de las matemáticas que se habían hecho anteriormente.
Nuestro nivel matemático depende hasta cierto punto de nuestras historias personales. Y al igual que

cualquier otra cosa que nos suceda, las matemáticas además implican suerte, o casualidad, en la forma
en que nuestras vidas se desenvuelvan.

A veces las matemáticas pueden ser congruentes con el mundo físico, pero solamente hasta, el

punto en que seleccionamos y organizamos aspectos de ese mundo para que se correspondan con nues-

tras matemáticas. Es una coincidencia más que una reflexión. Las matemáücas pueden adecuarse de

una manera saüsfactoria en cálculos simples y en situaciones muy concretas. Pero los fenómenos

complejos, como la física, la economía y la psicología necesitan mucho modelado y ajuste de curvas

para que las matemáticas puedan apenas aplicarse. Las personas que preguntan si el mundo es mate-
matice deberían explicar de qué aspectos están exactamente hablando.

Incluso así, la coincidencia entre matemáticas y realidad física es a veces notable. Las dimen-

siones y los pesos de los objetos físicos respetan nuestras leyes matemáticas, incluso si los sumergi-

mos en agua o los arrojamos al aire. El amanecer y el atardecer se ajustan a las restricciones matemá-

ticas que les hemos asignado. Hace unos 100 años, los matemáticos calcularon correctamente la exis-

tencia de planetas hasta entonces desconocidos e insospechados. El universo parece seguir nuestras
leyes matemáticas - un hecho capitalizado por los estudiosos del cosmos que usan las matemáticas -

y nada más - para probar sus teorías de cómo empezó el universo.

A la larga, el mundo físico y el mundo de las matemáticas tienen que estar de acuerdo uno con

otro porque no es posible que nosotros vivamos en dos tipos diferentes de realidad. No sería sorpren-

dente que todos los constmctos mentales que colocamos en el mundo, como la evidencia de nuestros

distintos sentidos, encajen en un todo consistente y coherente, sobre el que todos estemos de acuerdo.

Sí no fuera este el caso, el mundo no seria como es y nosofros no seríamos quienes somos.

Inevitable e invariable

Las matemáticas representan sus propias relaciones lógicas y computacionales, no incluyen
nada del mundo físico (incluyendo el cerebro humano). El mundo de las matemáticas podría existir si

la raza humana se extinguiera; incluso si no existiera el mundo físico como lo conocemos. Las estruc-

turas de las matemáticas no necesitan un cerebro humano o un mundo físico que las sostenga. Por defi-

nictón, dos y dos son cuatro en cualquier universo. Por definición el cuadrado y el círculo tendrían las

mismas propiedades geométricas en cualquier universo en el que pudieran existir o ser imaginados.
Todas las matemáticas necesitan para persistir algún lugar donde manifestarse. Y durante siglos el

11.- Para UUB visiüu inieresaiite e idiosÍDCrasica de cómo las malemácicas pueden haber evolucionndo del upo de peusamiento que hace posible el len-
guaje, verDEvuN (2000).
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lugar ha sido el más endeble punto de apoyo: el papel.
Desde que nuestros antepasados dejaron de escribir en una piedra hasta el momento en que los

textos y los datos se comenzaron a almacenar electrónicamente, había un lugar predominante donde

las matemáticas existían, y ese era el papel. Siempre ha habido algunas matemáticas - relativamente

pocas - en la mente humana, pero la parte más duradera estaba y continúa estando en el papel. Esa es
la razón por la que han exisüdo más matemáticas que con las que cualquier individuo o grupo de indi-

viduos haya podido familiarizarse; nadie podría leerlas todas, no digamos entenderlas todas. Esta es la

razón por la que las matemáticas podrían sobrevivir incluso si los seres humanos desaparecieran - por-

que persistirían en el papel, o en campos electromagnéticos, hasta que cualquier otro tipo de inteli-

gencia viniese a interpretarlas y desarrollarlas. Es también la razón por la que las matemáücas podrí-

an, en principio, sobrevivir al fin del mundo - viajando eternamente en naves o como paquetes de
ondas radiofónicas (como cualquiera de las comunicaciones que se envían münariamente para pme-

bas espaciales).
Nuestras creaciones se convierten en el medio donde vivimos. Tenemos la ilusión de que nos

encargamos de nuestras creaciones porque constantemente las retocamos y las usamos , pero nos

cambian tanto como nosotros las cambiamos. Nosotros ya no inventamos los mundos en los que vivi-

mos, ni hacemos de ellos deliberadamente lo que son. Tenemos que explorar estos mundos si quere-

mos ver en qué se han convertido, y a veces para ver en qué nos hemos convertido nosotros.12

El origen de las matemáticas

Se especula mucho sobre "cómo empezaron las matemáticas". Una historia popular habla de

un pastor que ponía piedrecillas en su bolsillo para asegurase de que por la noche volvían las mismas
ovejas que habían partido por la mañana. Pero esta visión superficial no da cuenta de la realidad de las

matemáticas, ni de la relación entre piedrecillas y ovejas, sino de la relación entre piedrecillas y núme-

ros o entre números y ovejas, y de la importantísima relación entre los números - la auténtica idea de

número. Edificar las matemáticas supone contar con cimientos más sustanciales que la preocupación

de si se da cuenta de todas las ovejas. Requiere de mentes imaginativas.

La comprensión de que hay más o menos o el mismo número de piedrecillas en una ocasión

en comparación con otra ocasión depende de una comprensión matemática ya existente. En cualquier
caso, ¿cómo podría el genio de un pastor apócrifo diseminarse por todo el globo? No fue un individuo

quién dio a luz a las matemáticas; ñie la raza humana."

Dos elementos deben haber tomado parte en la mezcla de la que surgieron las matemáticas.
Uno es el desarrollo general del cerebro humano, cuando alcanzó un grado de complejidad y de poder

imaginativo - cuando el homo se convirtió en sapiens - casi con seguridad se relacionó con la con-

ciencia y la autorreflexión. De esto trataremos más en el capítulo siguiente. Y el otro es un medio

social y cultural fértil.
Lo que hizo a las matemáticas despegar tan espectacularmente, de un sistema de contar peque-

ño y rudimentario hasta llegar a la enormemente compleja y nunca completada masa de conocimien-

to fueron las matemáticas en sí mismas. El momento en el que las matemáticas dejaron de ser sim-

12.- El conocimiento matemfitico es parte del mundo de las ideas y del conocimiento que el filúsofo KARL POPPET (1972) cnrocterizó como e] "mundo
tres" en coulrasle cou el mundo físico externo en el que habtlamos y el mundo interior áe los senrimienmsy de las creencias personales E] conocimiento

eo el mundo tres existe no solamente en los Übros, sino en los objetos en general Un automúvi) revela muchos aspectos sobre lo que conocemos de los

automóviles, sobre los metales y la electrónica, y sobre las mulemáticas El mundo tres escá creado por las personas - no todo e In vez, o en el mismo

lugar, sino un poco cada vez, de la misma forma que se ha creado el mundo de la música - y existe mdependientemente de las personas,

13.- Mi conjetura preferida es que las malemálicas en general provienen mus de las estrellas que de las ovejas. Para los auLiguos, las escrellas podrian
haber sido In parte mis prommente, familiar, aunque inexplicnble del paisaje, una conslanie fuente de asombro y entretenimienlo nochimo Siempre cam-
blando de posición, pero siempre volviendo donde estaban en un principio, las estrellas escabau fuera del alcance de los seres humanos aunque en con-
lacio Intimo con las cuesüones humanas — con las marcas, el tiempo, las estaciones de] nacimiento, de la muerte y del crecimiento (por no contar que

eran el hogar de los dióses). La cabalgata cósmica habría sido un [erreno Fénil para explorar los números y sus propiedules, los patrones que siguen las
relaciones espaciales y la recurrencia de aooncecimientos. Pero esta es una predilecciún personal por una hislorifl, una fíbula, sohre otm,
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plemente algo que la gente tenía en sus cabezas, de forma intuitiva e informal, y se convirtieron en un

sistema que se representaba de forma escrita, se convirtieron en una propiedad pública, que se podía

examinar, ampliar y sobre la que reflexionar. No fue en el cerebro humano donde se desarrollaron las

matemáticas, sino en la interacción entre el cerebro y las mismas matemáticas.

Las matemáticas en su forma escnta probablemente precedieron y pueden muy bien haber
engendrado el lenguaje escrito. Y tanto las matemáticas escritas como el lenguaje escrito derivaban de

las pinturas, o de la representación gráfica de hechos (o más bien de ideas de hechos), sobre arena, pie-

dras y posteriormente papel. Volviendo a este pasado, las matemáticas podrían haber tenido las mis-

mas raíces que el lenguaje, el arte, los mapas, los diagramas y otras formas de expresión.

Mientras que los conceptos básicos de números, medidas y cálculo fundamental eran univer-

sales, porque derivaban directamente del pensamiento y del lenguaje humanos, las tecnologías de las

matemáticas - como los sistemas y las convenciones notacionales para representar números - varia-

ban exponencialmente. Ya no había formas de pensar, sino medios de hacer,

Descubrimiento o invención

¿Las matemáticas se descubren o se inventan? Esta última pregunta, una vez más, no es fácil

de contestar, no por ningún misterio de las matemáticas, sino por la imprecisión del lenguaje. En un

determinado momento la diferencia entre los dos términos pudiera haber sido obvia - algo es mventa-

do si antes no existía, y algo es descubierto si anteriormente existía pero era desconocido. Los dispo-
sitivos y los productos manufacturados se inventan y las propiedades y las posibilidades de los fenó-

menos naturales como el aire, el aceite, el cristal o la goma son descubiertos. Pero una vez que alguien

ha inventado y ha creado un artefacto, éste adquiere el estatus de fenómeno natural - otras personas
pueden descubrirlo o reinventario. Y el descubrimiento puede auto iniciarse o dirigirse, de forma que

se convierta en un tipo de invento.
Se podría decir que ese lenguaje es algo que cada niño descubre (o que le ensenan). Aún así

los estudios del modo tan eficaz que las destrezas y el conocimiento del lenguaje se desarrollan en los
niños han llevado a muchos investigadores a afirmar que el lenguaje es inventado (o reinventado) por

los niños más que descubierto por ellos o a ellos revelado. Y nada menos que un psicólogo de la talla

de Jean Piaget ha afirmado que los niños tienen que inventar o reinventar las matemáticas para apren-

derlas.H En cierto sentido, la rueda es reinventada cada vez que alguien descubre lo que una rueda

puede hacer.

Otros aspectos de las matemáticas (y del lenguaje), tanto histórica como individualmente, son

el resultado no tanto de un descubrimiento o una invención como del ejercicio de la razón imaginati-

va. Esto a veces se le conoce como conceptualización, o comprensión, pero también se le podría cono-
cer como "buenas ideas". Es la repenüna toma de conciencia de cómo se unen las cosas, cómo se

estructuran internamente o cómo se relacionan externamente. Es ver cómo las cosas encajan, por

ejemplo en un puzzle o en un problema de ajedrez, en la construcción de un mueble o de un progra-

ma informático.
El conocimiento está siendo constantemente creado - algunas veces en la duplicación de lo

que alguien ya conoce, a veces en el redescubrimiento de lo que una vez ñie conocido pero posterior-

mente perdido, y a veces en una invención genuinamente original. El alcance y la envergadura de las

matemáticas es enorme. No importa si es todo, actual y potencial, inventado o descubierto, consensual

e idiosincrásico, el producto de una sola cosa - el cerebro humano interactuando con el mundo que le

rodea; en este caso, es el mundo de las matemáticas. La ruta que seguiremos para tratar de compren-

der las matemáticas comienza con la reflexión sobre la naturaleza del cerebro.

14- Más ÍDfoimación sobre la reinvenciún de las matemáUcas por parte de los iiifios eu el capítulo 13.
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lugar ha sido el más endeble punto de apoyo: el papel.
Desde que nuestros antepasados dejaron de escribir en una piedra hasta el momento en que los

textos y los datos se comenzaron a almacenar electrónicamente, había un lugar predominante donde

las matemáticas existían, y ese era el papel. Siempre ha habido algunas matemáticas - relativamente

pocas - en la mente humana, pero la parte más duradera estaba y continúa estando en el papel. Esa es
la razón por la que han exisüdo más matemáticas que con las que cualquier individuo o grupo de indi-

viduos haya podido familiarizarse; nadie podría leerlas todas, no digamos entenderlas todas. Esta es la

razón por la que las matemáticas podrían sobrevivir incluso si los seres humanos desaparecieran - por-

que persistirían en el papel, o en campos electromagnéticos, hasta que cualquier otro tipo de inteli-

gencia viniese a interpretarlas y desarrollarlas. Es también la razón por la que las matemáücas podrí-

an, en principio, sobrevivir al fin del mundo - viajando eternamente en naves o como paquetes de
ondas radiofónicas (como cualquiera de las comunicaciones que se envían münariamente para pme-

bas espaciales).
Nuestras creaciones se convierten en el medio donde vivimos. Tenemos la ilusión de que nos

encargamos de nuestras creaciones porque constantemente las retocamos y las usamos , pero nos

cambian tanto como nosotros las cambiamos. Nosotros ya no inventamos los mundos en los que vivi-

mos, ni hacemos de ellos deliberadamente lo que son. Tenemos que explorar estos mundos si quere-

mos ver en qué se han convertido, y a veces para ver en qué nos hemos convertido nosotros.12

El origen de las matemáticas

Se especula mucho sobre "cómo empezaron las matemáticas". Una historia popular habla de

un pastor que ponía piedrecillas en su bolsillo para asegurase de que por la noche volvían las mismas
ovejas que habían partido por la mañana. Pero esta visión superficial no da cuenta de la realidad de las

matemáticas, ni de la relación entre piedrecillas y ovejas, sino de la relación entre piedrecillas y núme-

ros o entre números y ovejas, y de la importantísima relación entre los números - la auténtica idea de

número. Edificar las matemáticas supone contar con cimientos más sustanciales que la preocupación

de si se da cuenta de todas las ovejas. Requiere de mentes imaginativas.

La comprensión de que hay más o menos o el mismo número de piedrecillas en una ocasión

en comparación con otra ocasión depende de una comprensión matemática ya existente. En cualquier
caso, ¿cómo podría el genio de un pastor apócrifo diseminarse por todo el globo? No fue un individuo

quién dio a luz a las matemáticas; ñie la raza humana."

Dos elementos deben haber tomado parte en la mezcla de la que surgieron las matemáticas.
Uno es el desarrollo general del cerebro humano, cuando alcanzó un grado de complejidad y de poder

imaginativo - cuando el homo se convirtió en sapiens - casi con seguridad se relacionó con la con-

ciencia y la autorreflexión. De esto trataremos más en el capítulo siguiente. Y el otro es un medio

social y cultural fértil.
Lo que hizo a las matemáticas despegar tan espectacularmente, de un sistema de contar peque-

ño y rudimentario hasta llegar a la enormemente compleja y nunca completada masa de conocimien-

to fueron las matemáticas en sí mismas. El momento en el que las matemáticas dejaron de ser sim-

12.- El conocimiento matemfitico es parte del mundo de las ideas y del conocimiento que el filúsofo KARL POPPET (1972) cnrocterizó como e] "mundo
tres" en coulrasle cou el mundo físico externo en el que habtlamos y el mundo interior áe los senrimienmsy de las creencias personales E] conocimiento

eo el mundo tres existe no solamente en los Übros, sino en los objetos en general Un automúvi) revela muchos aspectos sobre lo que conocemos de los

automóviles, sobre los metales y la electrónica, y sobre las mulemáticas El mundo tres escá creado por las personas - no todo e In vez, o en el mismo

lugar, sino un poco cada vez, de la misma forma que se ha creado el mundo de la música - y existe mdependientemente de las personas,

13.- Mi conjetura preferida es que las malemálicas en general provienen mus de las estrellas que de las ovejas. Para los auLiguos, las escrellas podrian
haber sido In parte mis prommente, familiar, aunque inexplicnble del paisaje, una conslanie fuente de asombro y entretenimienlo nochimo Siempre cam-
blando de posición, pero siempre volviendo donde estaban en un principio, las estrellas escabau fuera del alcance de los seres humanos aunque en con-
lacio Intimo con las cuesüones humanas — con las marcas, el tiempo, las estaciones de] nacimiento, de la muerte y del crecimiento (por no contar que
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CAPÍTULO 2

Dar sentido

Antes de sondear qué hacen las personas para darles sentido a las matemáücas, deberíamos
considerar cómo damos sentido a cualquier cosa. ¿Qué consideramos que hace que las matemáticas

sean posibles (y el lenguaje y cualquier otra cosa)? ¿Qué consideramos que erige barreras a nuestro
desarrollo intelectual?

Las personas son imaginativas, curiosas, inventivas. Aprendemos muchas cosas sin esfuerzo

(en algunas ocasiones sería mejor no conocerlas); pero hay otras cosas que nos resulta difícil aprender

y recordar, no importa el empeño que le pongamos. Odiamos las restricciones y las limitaciones, no

nos gusta la incompetencia (incluida la propia), y detestamos el abummiento. Somos emocionales y

tenemos sentimientos. Podemos aprender, a veces casi sin necesidad, que existen cosas que no pode-

mos aprender y podemos aprender, también casi sin necesidad, que somos incompetentes en varios

sentidos. Podemos aprender la forma errónea de aprender algo. Todo esto es relevante para las mate-
máticas.

Sé que algunos lectores harán objeciones al párrafo anterior, en nombre de otros y posible-

mente de ellos mismos. Dirán que hay personas que tienen un umbral emocional bajo, sea para la ale-

gria o para la tristeza, que muchas gente no puede aprender, que carece de imaginación, que se delei-

ta con la incompetencia y que incluso tolera el abummiento. Puede que sea así - aunque siempre hasta

un determinado punto y normalmente a consecuencia de la experiencia. No trato de plantear un deba-

te aquí,'5 Por el contrario, quiero describir sistemáticamente algunos de los aspectos principales del

pensamiento y de las predisposiciones humanas, especialmente visibles durante la infancia, que son

las más relevantes para la comprensión de cómo las matemáticas podrían desarrollarse completamen-

te.

Cuatro características únicas del cerebro humano

Cuatro características únicas y universales del cerebro humano hacen posible (e incluso, se

podría argumentar, inevitables) las matemáticas y otros logros humanos:

1. Aquello que los seres humanos buscan en el mundo en que se encuentran

2. Aquello que esperan de ese mundo

15,-Sobre un debate mus extenso sobre este punio, verTodiinkCSMnm, 1990)yTheBookofLenmüig mid Foigettüig (SMITH, 1998). Ar^umeutos como
"Yo no tengo ese cerebro" no los considero válidos, Todos leñemos el mismo tipo de cerebro, aunque nuescro lulenlo, inlereses y experiencia mevitable-

mence difieren Todos leuemos potencial - aiuiqueuouu potencial igual-psu-B la músico, las matemáticas y para cualquier otra cosa-La música, las mató-

mdücas y cualquier otra cosa que los humanos hayan creado están dentro de nuestra compeceucia, eu grados disoncos. Pero DO están en nuestTOS genes.
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3. Aquello que aportan a ese mundo

4. Cómo responden a ese mundo
La presencia de estas características no necesita explicación o justificación; es como son las

personas. Sin estas características viviríamos en un tipo diferente de mundo - o mejor dicho, el mundo

y las personas como nosotros los conocemos no existirían.

El mundo al que me refiero ahora es el mundo físico, pero las cuatro características se aplican

igualmente al mundo de las matemáticas y a cualquier otro mundo que podamos experimentar.
1. Las personas buscan organización y estructura en su experiencia, buscan relaciones e inter-

conexiones. Buscan senüdo en el mundo, y con ello quiero decir que no esperan que las cosas sean

arbitrarias o producto del azar. Además buscan utilidad y relevancia para sí mismos, buscan modos de

conseguir fines. En resumen, buscan las formas en las que el mundo sea predecible y formas en las que

las personas sean parte del mundo.'

2. La gente espera encontrar tres cosas en el mundo, a las que se pueden nombrar como las

"tres C". Esperan encontrar consistencia, coherencia y consenso. Por consistencia, quiero decir que

todos esperamos que el mundo sea mañana igual que es hoy y que era ayer. No estoy diciendo que no
habrá cambios o acontecimientos inesperados, sino que estos cambios ocun-irán de una forma consis-

tente. El mundo no es caprichoso. Se comporta de forma predecible, incluso si no sabemos lo sufi-

cíente sobre acontecimientos concretos para predecir lo que ocurrirá." Por coherencia, quiero decir

que esperamos encontrar todo en conjunto. No esperamos fragmentos de mundo, o de nuestra expe-
nencia, que no se relacionen con los demás fragmentos. Y finalmente, por consenso, quiero decir que

esperamos que otras personas vean el mundo y sus experiencias de la misma forma que nosotros. No

quiero decir que esperamos que todos tengan las mismas opiniones o creencias porque obviamente no
es así. Pero sí creemos y esperamos que el mundo en el que vivimos sea igual para todos - que la llu-

vía que caiga sobre mí, caiga igualmente sobre la persona que está a mi lado y que el sol que vemos

ponerse cada tarde también se esté poniendo para mi vecino.
3. Las personas aportan al mundo la capacidad y la propensión constante a categorizar todos

los objetos y acontecimientos de su experiencia y a buscar (o establecer) múltiples relaciones entre

esos objetos y acontecimientos." A partir de estas categorías y relaciones, las personas forman gene-

ralizaciones y abstracciones que les permiten sacar partido de su experiencia y ampliar su compren-

sión del mundo. Además yo diría que las personas aportan el lenguaje al mundo, aunque el lenguaje,

al igual que las matemáticas, es un producto de todos los factores que estoy considerando. El lengua-

je que usamos resume y determina la forma en que vemos el mundo. Y finalmente, las personas apor-

tan un sentido de la historia al mundo, que puede llamarse el sentido de cómo las cosas deberían enca-

jar a lo largo del tiempo. Damos sentido a nuestra experiencia con historias. Nos comunicamos con los

demás con historias. Y buscamos historias, no solamente con el lenguaje, sino con las acciones, las

imágenes, los sonidos y los números.
4 Las personas son sensibles al mundo; nunca están aisladas de él. Todo lo que hacemos afec-

ta al mundo que nos rodea, y todo lo que tiene lugar en el mundo nos afecta a nosotros. En efecto, los

16.-BRUNER (1997) propone que los ues inodos "pnmÍ«W de peiisnimento nos pennileu darle sentido al inuudoi fater subjeüvidutl (leer la i™nlede
oteas personas,.enlender cómo hablan, actúan y perciben el mundo); accional (constmü- naTracionui para describir y ucplicnr accioues, agenles y propú-

rilóse y nonnalivo (establecer estándares. convenciones, obligaciones y oaas enpeciaüvas), Dar senddo. o "dar sígniftcatü" como dice Bruner, es una

cue¡ti6n demteTpíecacrón, nonnalmente apropiada pora situaciones pirüculares y "aHamente solefnüies con respeclo tí la. verijicabilidad, lüscondic'^
nes de la verúado la justificwión lóglM". Además propone un cuarto modo de dar significado, el pioposicioual, eu el que las reglas y sfmbolos se usan

para conseguir significndos "deswtexWuls.wSof (o significados que se pueden nbstraer de situaciones pnrticulares y geuerolizarse)
H.-Ln cousislenciatambién incluye la conünuidad, la idea de que la experiencia nuuca se desarticulará y de que a lodo le seguiri algo mes en su lugar

apropiado. La commuidad es un concepio matemáücD muy ünportanie-

¡8- Ln palabra "cwegorizüi" exige nlguuus modificaciones. EnisUi la lendeucia de pensar que las uategorifls sou como las cajas de zapatos o las carpe-
tas de archivos, alineados.ordeuadumenie siu espacio entre ellos y sin que exisu duda alguna de dónde debe colocarse cada objeco. Pero a veces es diff-
cil decidir a qué categoría peneuece un objeto o acontecimiento. ¿El amanecer se debe colocar en la calegoría de la nouhe o del díao en uuacalegorta
propia -loi que lampocoileayudará a decidir cuámlo lenmua la noche y coinienzn el día? Y todavía quedan más penssmueucos "diftísoí'<vernota6)-
SCTÍU mejor pensu-en ¡Bscategorias como si fueran ganchos en los que colocar las cosas quecompsmen ciena similicud, dejando espacio para eBnchos
mis pequeños en el medio, AUenguaje se le debe considerar (nomi&lmenie) como el que proporoioiia los eaiichos para culegonziu- eB1u"Ilas,^™e"tfaa
quelasmalemíticas(nomialmenle) propoicionarán compartimentos más clarnmente definidos. Para saber inits sobre el tema de la categorización huma.

na, véase ROSCA y LLOYB (1978) y HUTTENLOCHEER, JottDAN y LBVINE (1994).
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individuos (o sus cerebros) y el mundo que los rodea (incluyendo las demás personas) constituyen un
sistema integrado. Ningún hombre es una isla. Esta interacción de cerebro y medio no es simplemen-

te una obviedad vacía. Nuestra relación íntima e ineludible con el mundo más amplio en el que vivi-
mos es la base de todo nuestro pensamiento, nuesbra acción y nuestro aprendizaje. "

¿Qué es un "mundo"?

Uso el término "mundo" en su sentido más amplio para referirme a cualquier cosa fuera del
individuo que sea capaz de influir y afectar al comportamiento y al pensamiento del individuo.

Podemos empezar con e1 "mundo natural", el medio que existió antes de que la mano del hombre

actuara sobre él. Me refiero aquí al mundo de la tierra, el mar y el cielo; la noche y el día; el tiempo,

las rocas y los árboles; y las criaturas vivientes de todos los tipos. Muchas de ellas son accesibles a

través de los sentidos - la visión, los sonidos, las texturas y los sabores de lo que somos conscientes.
Pero también estoy incluyendo la mulüplicidad de cosas que los seres humanos han colocado

en el medio, por lo que gran parte del mundo "natural" original normalmente está oculto a nosotros.
Llamo a este medio mejorado el "mundo físico". Incluye toda la tecnología, desde las carreteras a la

construcción de barcos, aviones y ordenadores. Además incluyo todos los mapas y diagramas, símbo-
los y sistemas notacionales que nos permiten navegar por el mundo, tanto natural como fabricado. No
distingo la parte fabricada de nuestro medio del mundo natural - en realidad, estoy seguro de que los

niños y todas las demás criaturas vivientes consideran los artefactos humanos simplemente como par-

tes del mundo en general. Tenemos que aprender a distinguir lo que es "natural" de lo que la huma-
nidad ha facilitado.

Este mundo" ampliado de objeEos y personas es más que un simple hecho físico al que nos
tenemos que acomodar. Para empezar, el mundo es una fuente de memoria enorme. Hay bastante más

conocimiento en el mundo que en nmguna cabeza, tal vez más de lo que haya en todas las cabezas, y
no me estoy refiriendo solamente a libros.

Los diales, las palancas y los conmutadores de un coche nos recuerdan cómo conducir un

coche. (Supondrían una evidencia para un extraterrestre de nosotros y de nuestra vida). Los mapas y

las señales de tráfico nos recuerdan la mta que debemos seguir y la carretera nos guía hacia donde

tenemos que colocar nuestros vehículos y el camino que tenemos que seguir. El teclado de un ordena-

dor nos recuerda cómo deberíamos mover los dedos para conseguir determinados efectos, la manive-

la de una puerta nos recuerda cómo abrirla, la cubertería y la vajÜla nos recuerdan cómo se consumen

los alimentos. El hecho de que normalmente demos por sentadas las miles de cosas que rutinariamen-

te enconbramos en el mundo no significa que no desempeñen una parte en nuestro comportamiento.
En gran medida controlan nuestro comportamiento.

Y soportan el peso de nuestra mente. Todo lo que nuestro medio nos recuerda es algo que nues-

tro cerebro no tiene necesidad de almacenar en detalle. Nuestras intenciones, como nuestros sentí-

mientas, puede que tengan sus orígenes en nuesbra cabeza, pero el modo en que llevamos a cabo gran

parte de nuestras actividades es sustentado si no controlado por las situaciones y las estructuras que se
encuentran fuera de nosotros.

Diferencio las matemáticas como un mundo aparte porque no puedo tener acceso a ellas a tra-

vés de los sentidos (excepto en un modo superficial), o a través del lenguaje. En las matemáticas se

entra, se explora y se las usa solamente a través de la razón. Al igual que el mundo físico, contienen

sus propias estmcturas, pero las estmcturas en este caso son estrictamente matemáticas. Al igual que
la música, es un mundo único e independiente.

19.- Analizo cómo se amplinii las mentes lnunaiias gracias a lu inléracciúu con el pupel - cúino lo que está en la mente y lo que estfi en el papel cam-

bianconuiiuameuey se elaboran uno al otro-en un examen de la composición en Wnlliig aud llie Wrítór(Smith, 1994). Véase mlemSs The world on

Paper de David Olson (1994).
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3. Aquello que aportan a ese mundo

4. Cómo responden a ese mundo
La presencia de estas características no necesita explicación o justificación; es como son las

personas. Sin estas características viviríamos en un tipo diferente de mundo - o mejor dicho, el mundo

y las personas como nosotros los conocemos no existirían.

El mundo al que me refiero ahora es el mundo físico, pero las cuatro características se aplican

igualmente al mundo de las matemáticas y a cualquier otro mundo que podamos experimentar.
1. Las personas buscan organización y estructura en su experiencia, buscan relaciones e inter-

conexiones. Buscan senüdo en el mundo, y con ello quiero decir que no esperan que las cosas sean

arbitrarias o producto del azar. Además buscan utilidad y relevancia para sí mismos, buscan modos de

conseguir fines. En resumen, buscan las formas en las que el mundo sea predecible y formas en las que

las personas sean parte del mundo.'

2. La gente espera encontrar tres cosas en el mundo, a las que se pueden nombrar como las

"tres C". Esperan encontrar consistencia, coherencia y consenso. Por consistencia, quiero decir que

todos esperamos que el mundo sea mañana igual que es hoy y que era ayer. No estoy diciendo que no
habrá cambios o acontecimientos inesperados, sino que estos cambios ocun-irán de una forma consis-

tente. El mundo no es caprichoso. Se comporta de forma predecible, incluso si no sabemos lo sufi-

cíente sobre acontecimientos concretos para predecir lo que ocurrirá." Por coherencia, quiero decir

que esperamos encontrar todo en conjunto. No esperamos fragmentos de mundo, o de nuestra expe-
nencia, que no se relacionen con los demás fragmentos. Y finalmente, por consenso, quiero decir que

esperamos que otras personas vean el mundo y sus experiencias de la misma forma que nosotros. No

quiero decir que esperamos que todos tengan las mismas opiniones o creencias porque obviamente no
es así. Pero sí creemos y esperamos que el mundo en el que vivimos sea igual para todos - que la llu-

vía que caiga sobre mí, caiga igualmente sobre la persona que está a mi lado y que el sol que vemos

ponerse cada tarde también se esté poniendo para mi vecino.
3. Las personas aportan al mundo la capacidad y la propensión constante a categorizar todos

los objetos y acontecimientos de su experiencia y a buscar (o establecer) múltiples relaciones entre

esos objetos y acontecimientos." A partir de estas categorías y relaciones, las personas forman gene-

ralizaciones y abstracciones que les permiten sacar partido de su experiencia y ampliar su compren-

sión del mundo. Además yo diría que las personas aportan el lenguaje al mundo, aunque el lenguaje,

al igual que las matemáticas, es un producto de todos los factores que estoy considerando. El lengua-

je que usamos resume y determina la forma en que vemos el mundo. Y finalmente, las personas apor-

tan un sentido de la historia al mundo, que puede llamarse el sentido de cómo las cosas deberían enca-

jar a lo largo del tiempo. Damos sentido a nuestra experiencia con historias. Nos comunicamos con los

demás con historias. Y buscamos historias, no solamente con el lenguaje, sino con las acciones, las

imágenes, los sonidos y los números.
4 Las personas son sensibles al mundo; nunca están aisladas de él. Todo lo que hacemos afec-

ta al mundo que nos rodea, y todo lo que tiene lugar en el mundo nos afecta a nosotros. En efecto, los

16.-BRUNER (1997) propone que los ues inodos "pnmÍ«W de peiisnimento nos pennileu darle sentido al inuudoi fater subjeüvidutl (leer la i™nlede
oteas personas,.enlender cómo hablan, actúan y perciben el mundo); accional (constmü- naTracionui para describir y ucplicnr accioues, agenles y propú-

rilóse y nonnalivo (establecer estándares. convenciones, obligaciones y oaas enpeciaüvas), Dar senddo. o "dar sígniftcatü" como dice Bruner, es una

cue¡ti6n demteTpíecacrón, nonnalmente apropiada pora situaciones pirüculares y "aHamente solefnüies con respeclo tí la. verijicabilidad, lüscondic'^
nes de la verúado la justificwión lóglM". Además propone un cuarto modo de dar significado, el pioposicioual, eu el que las reglas y sfmbolos se usan

para conseguir significndos "deswtexWuls.wSof (o significados que se pueden nbstraer de situaciones pnrticulares y geuerolizarse)
H.-Ln cousislenciatambién incluye la conünuidad, la idea de que la experiencia nuuca se desarticulará y de que a lodo le seguiri algo mes en su lugar

apropiado. La commuidad es un concepio matemáücD muy ünportanie-

¡8- Ln palabra "cwegorizüi" exige nlguuus modificaciones. EnisUi la lendeucia de pensar que las uategorifls sou como las cajas de zapatos o las carpe-
tas de archivos, alineados.ordeuadumenie siu espacio entre ellos y sin que exisu duda alguna de dónde debe colocarse cada objeco. Pero a veces es diff-
cil decidir a qué categoría peneuece un objeto o acontecimiento. ¿El amanecer se debe colocar en la calegoría de la nouhe o del díao en uuacalegorta
propia -loi que lampocoileayudará a decidir cuámlo lenmua la noche y coinienzn el día? Y todavía quedan más penssmueucos "diftísoí'<vernota6)-
SCTÍU mejor pensu-en ¡Bscategorias como si fueran ganchos en los que colocar las cosas quecompsmen ciena similicud, dejando espacio para eBnchos
mis pequeños en el medio, AUenguaje se le debe considerar (nomi&lmenie) como el que proporoioiia los eaiichos para culegonziu- eB1u"Ilas,^™e"tfaa
quelasmalemíticas(nomialmenle) propoicionarán compartimentos más clarnmente definidos. Para saber inits sobre el tema de la categorización huma.

na, véase ROSCA y LLOYB (1978) y HUTTENLOCHEER, JottDAN y LBVINE (1994).
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individuos (o sus cerebros) y el mundo que los rodea (incluyendo las demás personas) constituyen un
sistema integrado. Ningún hombre es una isla. Esta interacción de cerebro y medio no es simplemen-

te una obviedad vacía. Nuestra relación íntima e ineludible con el mundo más amplio en el que vivi-
mos es la base de todo nuestro pensamiento, nuesbra acción y nuestro aprendizaje. "

¿Qué es un "mundo"?

Uso el término "mundo" en su sentido más amplio para referirme a cualquier cosa fuera del
individuo que sea capaz de influir y afectar al comportamiento y al pensamiento del individuo.

Podemos empezar con e1 "mundo natural", el medio que existió antes de que la mano del hombre

actuara sobre él. Me refiero aquí al mundo de la tierra, el mar y el cielo; la noche y el día; el tiempo,

las rocas y los árboles; y las criaturas vivientes de todos los tipos. Muchas de ellas son accesibles a

través de los sentidos - la visión, los sonidos, las texturas y los sabores de lo que somos conscientes.
Pero también estoy incluyendo la mulüplicidad de cosas que los seres humanos han colocado

en el medio, por lo que gran parte del mundo "natural" original normalmente está oculto a nosotros.
Llamo a este medio mejorado el "mundo físico". Incluye toda la tecnología, desde las carreteras a la

construcción de barcos, aviones y ordenadores. Además incluyo todos los mapas y diagramas, símbo-
los y sistemas notacionales que nos permiten navegar por el mundo, tanto natural como fabricado. No
distingo la parte fabricada de nuestro medio del mundo natural - en realidad, estoy seguro de que los

niños y todas las demás criaturas vivientes consideran los artefactos humanos simplemente como par-

tes del mundo en general. Tenemos que aprender a distinguir lo que es "natural" de lo que la huma-
nidad ha facilitado.

Este mundo" ampliado de objeEos y personas es más que un simple hecho físico al que nos
tenemos que acomodar. Para empezar, el mundo es una fuente de memoria enorme. Hay bastante más

conocimiento en el mundo que en nmguna cabeza, tal vez más de lo que haya en todas las cabezas, y
no me estoy refiriendo solamente a libros.

Los diales, las palancas y los conmutadores de un coche nos recuerdan cómo conducir un

coche. (Supondrían una evidencia para un extraterrestre de nosotros y de nuestra vida). Los mapas y

las señales de tráfico nos recuerdan la mta que debemos seguir y la carretera nos guía hacia donde

tenemos que colocar nuestros vehículos y el camino que tenemos que seguir. El teclado de un ordena-

dor nos recuerda cómo deberíamos mover los dedos para conseguir determinados efectos, la manive-

la de una puerta nos recuerda cómo abrirla, la cubertería y la vajÜla nos recuerdan cómo se consumen

los alimentos. El hecho de que normalmente demos por sentadas las miles de cosas que rutinariamen-

te enconbramos en el mundo no significa que no desempeñen una parte en nuestro comportamiento.
En gran medida controlan nuestro comportamiento.

Y soportan el peso de nuestra mente. Todo lo que nuestro medio nos recuerda es algo que nues-

tro cerebro no tiene necesidad de almacenar en detalle. Nuestras intenciones, como nuestros sentí-

mientas, puede que tengan sus orígenes en nuesbra cabeza, pero el modo en que llevamos a cabo gran

parte de nuestras actividades es sustentado si no controlado por las situaciones y las estructuras que se
encuentran fuera de nosotros.

Diferencio las matemáticas como un mundo aparte porque no puedo tener acceso a ellas a tra-

vés de los sentidos (excepto en un modo superficial), o a través del lenguaje. En las matemáticas se

entra, se explora y se las usa solamente a través de la razón. Al igual que el mundo físico, contienen

sus propias estmcturas, pero las estmcturas en este caso son estrictamente matemáticas. Al igual que
la música, es un mundo único e independiente.

19.- Analizo cómo se amplinii las mentes lnunaiias gracias a lu inléracciúu con el pupel - cúino lo que está en la mente y lo que estfi en el papel cam-

bianconuiiuameuey se elaboran uno al otro-en un examen de la composición en Wnlliig aud llie Wrítór(Smith, 1994). Véase mlemSs The world on

Paper de David Olson (1994).
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A veces pensamos que esas estructuras externas deben estar en nuestra cabeza porque, por

ejemplo, podemos imaginar cómo conducir un vehículo sin subimos realmente a uno. Pero lo que
hemos hecho ha sido interiorizar el coche. En primer lugar interactuamos con un coche real en el

mundo que está fuera de nuestra cabeza, a continuación ponemos en efecto el coche en nuestra cabe-

za y lo conducimos con nuestra imaginación.

La misma reciprocidad ocurre con las matemáticas. Empleamos lápices y papel para hacer cál-

culos que en nuestra cabeza no pueden ser posibles. Pero con la experiencia, podemos imaginamos

haciendo esos cálculos. Ponemos el lápiz y el papel en nuestra mente. Hacemos lo mismo con el len-

guaje, constantemente, cuando pracücamos algo que queremos decirle a alguien, o simplemente nos

"hablamos a nosotros mismos . No podemos nunca escapar del mundo exterior, ni siquiera en mies-

tras fantasías.

Lo que el cerebro (o las personas) hacen

La capacidad intelectual del homo sapiens nunca debería subestimarse. Incluso en los momen-

tos de mayor ineptitud, somos muy complejos y competentes. Constantemente creamos y exploramos

nuevos mundos, lógicos, funcionales, reales e imaginarios. Hacemos esto - en un principio - sola-

mente con el equipo con el que nacimos. Pero casi inmediatamente reclutamos a otras personas y hace-

mos uso de lo que encontramos a nuestro alrededor para aumentar nuestro conocimiento y desarrollar

nuestros poderes.

He mencionado nuestra constante propensión a dividir las cosas en categorías, a establecer

relaciones entre esas categorías y a dar nombres a esas categorías y relaciones. Esto nos proporciona

un inmenso manejo intelectual del mundo. Sin categorías, no seríamos capaces de diferenciar nada. El

mundo sería o un agujero enorme o un desorden infinito de ingredientes inconexos. Sin relaciones

entre las categorías nada se relacionaría con nada y nuestra mente estaría llena de escombros sin sig-

niñcado alguno. Y sin nombres, no habría modo de pensar sobre nada, no digamos de hablar sobre

ello.

Hemos nacido con un conjunto de formas predispuestas para organizar experiencias, al que las

matemáticas se adecúan fácilmente. Poseemos un sentido innato del tiempo, por lo que esperamos que

una cosa ocurra después de la otra. Nuestro sentido de la estructura es como una vara de medir que

colocamos sobre los acontecimientos, o un hilo al que se ciñen nuestras experiencias. No vemos la

vida como un revoltijo de sucesos sin relación. Por el contrario, tenemos una profunda sensación de la

secuencia, de la causa y el efecto, de las intenciones y los resultados y de las cosas que tienen un lugar

apropiado en el tejido temporal de nuestras vidas.
Tenemos un sentido innato similar de la extensión espacial del mundo y del hecho de que

podemos movemos en este mundo espacial. Podemos observar todo en el mundo - incluidos a nos-

otros mismos - desde diferentes puntos de vista. Puesto que podemos ver cómo las personas y los

objetos se relacionan unos con otros, y con nosotros mismos, en el tiempo y en el espacio, podemos
triangular (término matemático adoptado por los teóricos para describir cómo localizan las personas

los objetos o incluso las ideas en el mundo). Podemos ver el mismo mundo con o sin nuestra presen-

cia (la visión de un dios o del narrador omnisciente e impersonal de una saga). Y todas estas cosas que

podemos literaünente hacer podemos hacerlas metafóricamente, a través del lenguaje y la imagina-

don. Podemos pensar.

Hemos nacido con las ideas básicas de la aritmética - con las nociones de uno, alguno, más,

menos, lo mismo y "no es lo mismo". Somos sensibles al tamaño, al volumen, al peso, al movimiento

y a la velocidad relativa. Hemos nacido con las nociones básicas de geometría - del espacio, la forma,

la posición, la dirección, la distancia, el área, los límites y las líneas rectas. Y hemos nacidos con las

nociones básicas de álgebra - de que una cosa representa otra, y de que lo que se aplica en una oca-
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sión se puede aplicar en circunstancias similares en otras ocasiones - los grandes poderes humanos de
la abstracción y la generalización.

Perseguimos ideas más allá de su relevancia o utilidad inmediatas, y por lo tanto nos aventu-
ramos en muchas áreas de la teoría, incluyendo la ciencia "pura", las matemáticas "puras" y el arte.

Los números entran con facilidad en nuestras imágenes de tiempo y espacio, aunque no pensemos eso
de los números cuando nos enfrentamos a ellos en su terreno, el mundo de las matemáticas, fuera del

nuestro.

Hemos nacido con la capacidad de reconocer patrones, como cuando distinguimos caras, luga-

res y palabras escritas y habladas. Reconocemos secuencias y similitudes, como hacemos con 1a músi-

ca. Somos capaces de completar patrones cuando vemos solamente parte de ellos, cuando ojeamos a

malas penas un rostro, oímos un fragmento de una melodía o detectamos el aroma del café. Y somos

capaces de imponer modelos sobre configuraciones que de otra manera podrían parecer que se habían

formado al azar, como las figuras que encontramos en las constelaciones de estrellas o las imágenes

que vemos entre los puntos de luz parpadeantes en las pantallas de televisión o en los monitores de los
ordenadores. Podemos realizar patrones, multitud de ellos, entre los números y otras estructuras mate-

máticas.

Puesto que somos tan aficionados a hacer patrones, sería razonable preguntarse qué es un

patrón. Un patrón es cualquier cosa en la que podemos encontrar una secuencia predecible. Los patro-

nes no existen en ningún mundo; existen en nuestra cabeza. Sabemos cuando identificar o completar

un patrón porque tenemos una sensación de saüsfacción, una sensación de finalización. Hemos encon-
trado lo que buscábamos.

Esta agradable sensación de término es parte de lo que yo considero una característica esen-

cialmente humana - una sensación de adecuación o sensación de idoneidad. De esta sensación apenas

se habla, pero es crucial para darle sentido a cualquier cosa. Nos dice cuando debemos parar de ensa-

yar, cuando hemos encontrado una solución. Un ejemplo es cuando encontramos la pieza justa para un

hueco en un puzzle, cuando decimos, "ah" y podemos continuar. De otra forma continuamos inten-

tándolo o abandonamos. La sensación de adecuación nos lleva a las convenciones, que hacen posible

gran parte de la vida mental y toda la vida social. Tenemos convenciones para todo - incluyendo las

formas apropiadas de ser poco convencional.

Es porque la vida con frecuencia nos obliga a adecuamos a nuestras expectativas por lo que

somos capaces de sacar provecho de nuestra tendencia innata a abstraer y generalizar. No considera-

mos el mundo como algo caótico. Más bien, esperamos que todo se someterá a nuestra razón y se ade-

cuará a la forma en que esperamos que todas las cosas se organicen juntas. Nuestra sensibilidad para

el orden y nuestra preferencia por la previsibilidad no necesariamente trabajan en nuestro favor, y a

menudo mostramos una tolerancia limitada ante la incertidumbre y la ambigüedad.

Añadamos unos cuántos ingredientes más y ya casi tendremos un ser humano: lenguaje, refle-

xión, imaginación, curiosidad, inventiva, imitación y disponibilidad para explorar y explotar el mundo

natural, hasta que aprendamos las cautelas y las restricciones. ¿Qué falta? Las emociones, la gama que

va de la esperanza al miedo, del amor al odio, de la alegría a la desesperación. Los sentimientos más

ínümos sobre nosotros mismos y sobre el mundo son la fuerza que está detrás de nuestro aprendizaje,

nuestra comprensión y nuestra creatividad.
Ninguna imagen de la persona estaría completa sin el maüz de las características improducti-

vas. Nos confundimos y nos desilusionamos, construimos imágenes negativas de nosotros mismos, nos

convertimos en antagonistas de otros (incluso cuando estén tratando de ayudamos) y damos y recibi-

mos mensajes erróneos. Somos humanos y falibles. Todo esto debe haber formado parte del desarro-

lio de las matemáticas, y con toda seguridad desempeña una parte importante cuando nos convertimos

en matemáticos.
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A veces pensamos que esas estructuras externas deben estar en nuestra cabeza porque, por

ejemplo, podemos imaginar cómo conducir un vehículo sin subimos realmente a uno. Pero lo que
hemos hecho ha sido interiorizar el coche. En primer lugar interactuamos con un coche real en el

mundo que está fuera de nuestra cabeza, a continuación ponemos en efecto el coche en nuestra cabe-

za y lo conducimos con nuestra imaginación.

La misma reciprocidad ocurre con las matemáticas. Empleamos lápices y papel para hacer cál-

culos que en nuestra cabeza no pueden ser posibles. Pero con la experiencia, podemos imaginamos

haciendo esos cálculos. Ponemos el lápiz y el papel en nuestra mente. Hacemos lo mismo con el len-

guaje, constantemente, cuando pracücamos algo que queremos decirle a alguien, o simplemente nos

"hablamos a nosotros mismos . No podemos nunca escapar del mundo exterior, ni siquiera en mies-

tras fantasías.

Lo que el cerebro (o las personas) hacen

La capacidad intelectual del homo sapiens nunca debería subestimarse. Incluso en los momen-

tos de mayor ineptitud, somos muy complejos y competentes. Constantemente creamos y exploramos

nuevos mundos, lógicos, funcionales, reales e imaginarios. Hacemos esto - en un principio - sola-

mente con el equipo con el que nacimos. Pero casi inmediatamente reclutamos a otras personas y hace-

mos uso de lo que encontramos a nuestro alrededor para aumentar nuestro conocimiento y desarrollar

nuestros poderes.

He mencionado nuestra constante propensión a dividir las cosas en categorías, a establecer

relaciones entre esas categorías y a dar nombres a esas categorías y relaciones. Esto nos proporciona

un inmenso manejo intelectual del mundo. Sin categorías, no seríamos capaces de diferenciar nada. El

mundo sería o un agujero enorme o un desorden infinito de ingredientes inconexos. Sin relaciones

entre las categorías nada se relacionaría con nada y nuestra mente estaría llena de escombros sin sig-

niñcado alguno. Y sin nombres, no habría modo de pensar sobre nada, no digamos de hablar sobre

ello.

Hemos nacido con un conjunto de formas predispuestas para organizar experiencias, al que las

matemáticas se adecúan fácilmente. Poseemos un sentido innato del tiempo, por lo que esperamos que

una cosa ocurra después de la otra. Nuestro sentido de la estructura es como una vara de medir que

colocamos sobre los acontecimientos, o un hilo al que se ciñen nuestras experiencias. No vemos la

vida como un revoltijo de sucesos sin relación. Por el contrario, tenemos una profunda sensación de la

secuencia, de la causa y el efecto, de las intenciones y los resultados y de las cosas que tienen un lugar

apropiado en el tejido temporal de nuestras vidas.
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podemos movemos en este mundo espacial. Podemos observar todo en el mundo - incluidos a nos-

otros mismos - desde diferentes puntos de vista. Puesto que podemos ver cómo las personas y los

objetos se relacionan unos con otros, y con nosotros mismos, en el tiempo y en el espacio, podemos
triangular (término matemático adoptado por los teóricos para describir cómo localizan las personas

los objetos o incluso las ideas en el mundo). Podemos ver el mismo mundo con o sin nuestra presen-

cia (la visión de un dios o del narrador omnisciente e impersonal de una saga). Y todas estas cosas que

podemos literaünente hacer podemos hacerlas metafóricamente, a través del lenguaje y la imagina-

don. Podemos pensar.

Hemos nacido con las ideas básicas de la aritmética - con las nociones de uno, alguno, más,

menos, lo mismo y "no es lo mismo". Somos sensibles al tamaño, al volumen, al peso, al movimiento

y a la velocidad relativa. Hemos nacido con las nociones básicas de geometría - del espacio, la forma,

la posición, la dirección, la distancia, el área, los límites y las líneas rectas. Y hemos nacidos con las

nociones básicas de álgebra - de que una cosa representa otra, y de que lo que se aplica en una oca-
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sión se puede aplicar en circunstancias similares en otras ocasiones - los grandes poderes humanos de
la abstracción y la generalización.

Perseguimos ideas más allá de su relevancia o utilidad inmediatas, y por lo tanto nos aventu-
ramos en muchas áreas de la teoría, incluyendo la ciencia "pura", las matemáticas "puras" y el arte.

Los números entran con facilidad en nuestras imágenes de tiempo y espacio, aunque no pensemos eso
de los números cuando nos enfrentamos a ellos en su terreno, el mundo de las matemáticas, fuera del

nuestro.

Hemos nacido con la capacidad de reconocer patrones, como cuando distinguimos caras, luga-

res y palabras escritas y habladas. Reconocemos secuencias y similitudes, como hacemos con 1a músi-

ca. Somos capaces de completar patrones cuando vemos solamente parte de ellos, cuando ojeamos a

malas penas un rostro, oímos un fragmento de una melodía o detectamos el aroma del café. Y somos

capaces de imponer modelos sobre configuraciones que de otra manera podrían parecer que se habían

formado al azar, como las figuras que encontramos en las constelaciones de estrellas o las imágenes

que vemos entre los puntos de luz parpadeantes en las pantallas de televisión o en los monitores de los
ordenadores. Podemos realizar patrones, multitud de ellos, entre los números y otras estructuras mate-

máticas.

Puesto que somos tan aficionados a hacer patrones, sería razonable preguntarse qué es un

patrón. Un patrón es cualquier cosa en la que podemos encontrar una secuencia predecible. Los patro-

nes no existen en ningún mundo; existen en nuestra cabeza. Sabemos cuando identificar o completar

un patrón porque tenemos una sensación de saüsfacción, una sensación de finalización. Hemos encon-
trado lo que buscábamos.

Esta agradable sensación de término es parte de lo que yo considero una característica esen-

cialmente humana - una sensación de adecuación o sensación de idoneidad. De esta sensación apenas

se habla, pero es crucial para darle sentido a cualquier cosa. Nos dice cuando debemos parar de ensa-

yar, cuando hemos encontrado una solución. Un ejemplo es cuando encontramos la pieza justa para un

hueco en un puzzle, cuando decimos, "ah" y podemos continuar. De otra forma continuamos inten-

tándolo o abandonamos. La sensación de adecuación nos lleva a las convenciones, que hacen posible

gran parte de la vida mental y toda la vida social. Tenemos convenciones para todo - incluyendo las

formas apropiadas de ser poco convencional.

Es porque la vida con frecuencia nos obliga a adecuamos a nuestras expectativas por lo que

somos capaces de sacar provecho de nuestra tendencia innata a abstraer y generalizar. No considera-

mos el mundo como algo caótico. Más bien, esperamos que todo se someterá a nuestra razón y se ade-

cuará a la forma en que esperamos que todas las cosas se organicen juntas. Nuestra sensibilidad para

el orden y nuestra preferencia por la previsibilidad no necesariamente trabajan en nuestro favor, y a

menudo mostramos una tolerancia limitada ante la incertidumbre y la ambigüedad.

Añadamos unos cuántos ingredientes más y ya casi tendremos un ser humano: lenguaje, refle-

xión, imaginación, curiosidad, inventiva, imitación y disponibilidad para explorar y explotar el mundo

natural, hasta que aprendamos las cautelas y las restricciones. ¿Qué falta? Las emociones, la gama que

va de la esperanza al miedo, del amor al odio, de la alegría a la desesperación. Los sentimientos más

ínümos sobre nosotros mismos y sobre el mundo son la fuerza que está detrás de nuestro aprendizaje,

nuestra comprensión y nuestra creatividad.
Ninguna imagen de la persona estaría completa sin el maüz de las características improducti-

vas. Nos confundimos y nos desilusionamos, construimos imágenes negativas de nosotros mismos, nos

convertimos en antagonistas de otros (incluso cuando estén tratando de ayudamos) y damos y recibi-

mos mensajes erróneos. Somos humanos y falibles. Todo esto debe haber formado parte del desarro-

lio de las matemáticas, y con toda seguridad desempeña una parte importante cuando nos convertimos

en matemáticos.
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Llegar al límite

Para resumir este capítulo: los seres humanos tenemos un cerebro creativo que usamos para

darle sentido a nuestra experiencia. Con nuestro conocimiento y con las tecnologías construimos mun-

dos que influyen recíprocamente en los seres humanos, como indicadores, memoria y guía. Una mente
inteligente y un medio fértil juntos constituyen una fuerza creativa potente que con toda seguridad

favorecerá el desarrollo de los sistemas complejos.

De aquí que toda nuestra tecnología sea inevitable. Es seguro que los humanos, antes o des-

pues, desarrollan formas de extender su poder mental, al igual que es seguro que, antes o después,

magnifican su fuerza, amplían sus capacidades preceptúales e incrementan la velocidad a la que via-

jaron por la tierra, exploraron y explotaron los mares, los cielos e incluso el espacio exterior. Cada uno

de los pasos que los humanos dieron para aumentar su poder se convirtió en un peldaño de una esca-

lera que podían subir para aumentar sus capacidades y sus ambiciones. Pero nunca se da marcha atrás
(a menos que ñierzas hostiles intenten destruir nuestro conocimiento o nuestra tecnología). La huma-

nidad (al completo), esclava de sus logros tecnológicos e intelectuales, siempre avanza hacia el lími-

te.

Al igual que la mayoría de la tecnología humana (y las instituciones) las matemáticas son un
sistema de feedforward (preacción). Cuánto más se riene, más se obtiene. Los sistemas de reacción

(feedback) tienden a secundar estados estables y control constante. La reacción de un termostato en un

sistema térmico mantiene la temperatura estable. Si la temperatura desciende, el homo se enciende; si

la temperatura aumenta, el homo se apaga. Pero con el sistema de feedforward (preacción), cualquier

cambio del estado estable se magnifica. Cualquier cosa que se genere se amplía hasta que rebasa la

escala o se agota a sí misma.

Las matemáticas no llegaron a un punto muerto cuando se desairollaron los ordenadores. Por

el contrario, los ordenadores han permitido que las matemáticas avanzaran hasta el punto de que a

veces quedan fuera del alcance de la inteligencia humana. Donde las matemáticas nos llevarán es lite-

ralmente incalculable.
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CAPÍTULO 3

Las matemáticas en el Lenguaje

Las matemáticas nunca han sido del todo independientes del lenguaje nahiral. Sus comienzos

han debido de ser en general conceptos de los que ya se disponía en el lenguaje hablado, como uno,

siguiente, más. Y muchas de las ideas matemáticas conünúan tomando expresiones del lenguaje dia-

no, como por ejemplo, el orden numérico y las ideas de beneficios y pérdidas. Pero la comprensión
que permite que estas palabras del lenguaje hablado tengan significado en el sentido matemático tiene
que provenir de las matemáticas.

Las matemáticas deben tener sus raíces en el lenguaje hablado, pero no existe evidencia de

cómo ocurrió, solamente son conjeturas. Existen muchos vestigios de la lucha por poner las matemá-

ticas en forma escrita, de la que finalmente se desairoUaría profusamente; es una historia de un conü-
nao ensayo-y-error.

Podríamos suponer que todos los intentos por colocar tanto el lenguaje como las matemáticas

en forma visual tuvieron un origen común en las representaciones de los objetos y los acontecimien-

tos, llamado - con poca precisión - "arte de la caverna", en el 40.000 a.C.W Los descubrimientos

arqueológicos sugieren que las formas escritas del lenguaje y de las matemáticas se desarrollaron

aproximadamente a la misma vez, entre el 3000 y el 2000 a.C. , en áreas tan diversas como Egipto,

Persia, India y China. Antes de ese tiempo, "las matemáticas habladas" deberían de haber sido una
parte indistinguible del lenguaje hablado, con un conjunto limitado de números, o más bien de canti-

dades, y unas cuantas formas rudimentarias de contar, medir y calcular. Pero para el 2200 a.C. ya se

sabe de la existencia de las tablas matemáticas, y las matemáticas se usaban para propósitos comer-

cíales, legales y científicos (así como para los impuestos y para prestar dinero con interés).
Nunca ñie fácil el desarrollo de las formas escritas tanto del lenguaje natural como de las mate-

máticas. Las personas se han esforzado durante cientos de años por encontrar la fomia más práctica de

hacer el lenguaje visible, empezando con la "escritura pintada7', los signos arbitrarios, el simbolismo

fonético (por ejemplo, usar un símbolo pictórico del sol en lugar de las palabras que - con diferentes
significados - sonaran igual que "sol"), sistemas escritos silábicos y finaünente el principio alfabéti-

co que parece estar en el proceso de absorber los sistemas escritos mundiales,21

Para las matemáticas, los problemas principales consistían en encontrar los modos de expre-

20.-Exislen evidencias de que las personas grabaron números (enfonna de muescas sobre fragmentas de huesos y piedra) atrededor del 12 000 a.C
Sl.-Exislen muchas referencias históricas sobre el desanollo de la escritura puitada, OLSON (1994) y HARUS (1995) sou especinlmence mteresantes,
Algunas contribuciones eu SENNER (1989) proponen que el lenguaje escnlo podrfa haber derivado de la escrituro matEmáuca (cEdendarios, datos nstio-
aómicos, documentación comeruia] y oficial), y ambos de la pintura.
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sar los números con economía, sin tener que pensar en un único nombre y forma para cada número, y

presentar los números de una forma visible que fuera compacta y eficaz en el cálculo. Al igual que

con el alfabeto, existe una larga historia de diferentes culturas en lucha por encontrar soluciones pro-

pías (tomando prestadas las soluciones de los vecinos). Pero mientras cientos de culturas desarrolla-

ron diferentes formas de lenguaje escrito y hablado, todas se preocuparon por los mismos significados
o conceptos. Y la cantidad de soluciones que se urdieron para los problemas de la representación de

los números y sus relaciones tenían que ver con las mismas estmcturas subyacentes de los números.

En el capítulo anterior, he presentado algunas de las estructuras conceptuales innatas que
hacen posibles las matemáticas (y toda nuestra vida racional). Ahora observo algunas de las palabras

que reflejan estos conceptos innatos, formando una parte esencial del modo en que pensamos y habla-

mos. Estas palabras están fuera de los límites de las matemáticas. Todos pensamos y hablamos mate-

máticamente, mucho antes de aprender matemáticas. Las matemáticas y el lenguaje natural no son for-

mas distintas de pensar; son simplemente diferentes áreas de experiencia a los que el pensamiento

humano se puede dirigir. El lenguaje y las matemáticas no exigen facultades mentales únicas y sepa-

radas, ni siquiera en los niños.

En el principio, las palabras

Los conceptos matemáticos son visibles entre las primeras palabras que los niños dicen y com-

prenden, reflejando estructuras matemáticas en el pensamiento subyacente que modela y dirige el des-

arrollo del lenguaje.
Podnamos comenzar con algunas de las palabras más enérgicas que todo niño comienza a bal-

bucear: la primera, "quiero uno", seguido por la inmortal "quiero más", de Oliver Twist.
"Uno", "el", "este", "cíe" demuestran conceptos de identidad y categorización, como ocu-

iré con "igual", " diferente" y "otro". "Estos" y "esos" demuestran pluralidad, "ninguno" y nada

demuestran el otro extremo.

"Quiero uno", "quiero un poco", "quiero otro", "quiero más" "lo quiero todo" demuestran de

forma similar una comprensión no numérica de la cantidad, mientras que la noción de compartir -

expresada con frecuencia por los niños como "no es justo" - revela un atisbo de proporción y porcen-

taje.

La comprensión de que "ayer" es el pasado y "mañana" está todavía por venir demuestra un

sentído de la secuencia, como ocurre con ahora , cuando , entonces , a continuación y me

toca .

"Aquf\ "cerca", "lejos", "ahora", "pronto" y "mucho tiempo" demuestran distancia relativa en

el espacio y el tiempo; "grande" y "pequeño" demuestran tamaño relativo; y rápido y lento

demuestran velocidad relativa.22
Los conceptos geométñcos se revelan en las primeras palabras de los niños, como derecho",

"torcido", "redondo", "afilado", "inicio", "fin", así como en "aguf, "allf, "arriba", abajo ,

"lar^o", "corto", "encima", "debajo", "gordo", "flaco", "lado", "dentm" "fuera". El concepto mate-

mático y geométrico de cambio está omnipresente en el lenguaje desde sus inicios.

Proposiciones universales del lenguaje matemático

El sistema numérico es ñmdamentalmente una cosa detrás de otra, más , otra vez o

"siguiente", una progresión y una sucesión. Estos son los hilos con los que tejemos todas nuestras per-

22.- Incluso antes de que articulen sus primeras palabras, ios niflos son muy sensibles a las diferencias y los cambios en los índices relaLivos del movi-

mieulo (BOWBR, 1971), un concepto esencial del cálculo.
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cepciones del mundo y hablamos de ellas. El orden en el que los acontecimientos familiares ocurren

no se puede reorganizar sin interrumpir la línea narrativa de nuestras explicaciones y expectaüvas, la
red que mantiene unidas todas nuestras experiencias.

Todos los lenguajes distinguen entre singular y plural. La distinción numérica se aprecia cla-

ramente en la gramática y en el vocabulario, tan ñmdamental como las disünciones temporales de

pasado, presente y futuro, y las distinciones genéricas entre masculino y femenino. Las formas plura-
les de los nombres, los verbos y otras partes del habla difieren de las formas singulares - el anda, ellos

andan. El número (no los numerales) es ñmdamental para la forma en que vemos el mundo y habla-
mos de él.

El concepto primario de más se ve aumentado por términos como "añadir", "incrementar" y
aumentar • , y contrasta con términos como reducir", "remover" y "disminuir". Las nociones de

replicación y multiplicación contrastan con división y distribución.

Las matemáticas florecen en un campo del lenguaje reducido pero fértil. Cualquiera que pueda

hablar posee la competencia mental esencial para dedicarse a las matemáticas. Las estructuras que
generan la comprensión del lenguaje y de las matemáticas son las formas básicas en las que trabaja la

mente, aspectos de los marcos con significado que el cerebro coloca sobre el caos de la experiencia
sin interpretar.

Percepción, lenguaje y matemáticas

Percibimos a las personas y a los objetos como entidades individuales, como unidades, que

ponemos en multitud de categorías construidas a través del lenguaje. Además distinguimos a las per-

sonas según formas complementarias (u opuestas), como hombre-mujer, alto-bajo, überal-conserva-

dor, social-antisocial, etc. Distinguimos otras criaturas como gatos, perros, vacas y ovejas, y distin-

guimos objetos como aviones, trenes, árboles y piedras. Esta complejidad inmensa pero organizada es
posible solamente porque podemos pensar en términos de individuos, gmpos de individuos y equiva-

lencias o diferencias - la pertenencia a conjuntos.

Detrás de muchas de nuestras distinciones categóricas, y tal vez origen de todas ellas, está la

inclusión-exclusión. Tanto si se es un niño como si no se es, un canadiense o no, un matemáüco o no.

Es pensamiento binario, la base de la tecnología electrónica digital, tal vez el medio más elemental y

poderoso de computación matemática."

Algunas sustancias se funden consigo mismas con tal facilidad que es difícil garantizarles

identidades individuales, como las partículas del aire, el agua, la harina o la sal. Y puesto que no las

podemos singularizar, tampoco podemos pluralizarias y así hablar de "dos aguas", "tres harinas" o

cuatro sales". No se pueden contar. Al no poder asignarles las categorías de singular o plural, tene-
mos que incluir a estas sustancias en una categoría especial de "nombres de cantidadj, que con fre-

cuencia crea incomodidad en el lenguaje. Cuando los nombres de cantidad se refieren a grupos de per-

sonas - como en ocasiones ocurre - como muchedumbre, gobierno y comité, nunca estamos seguros

de si tenemos que decir "es" o "son", no sabemos si tratarlos como singularidades o pluralidades.

Los nombres de cantidad además crean complicaciones en las matemáticas aplicadas. Donde

no podemos contar tenemos que medir, lo que significa que se tienen que construir nuevos conceptos.
En lugar de dos aguas", tres harinas" o "cuatro sales", tenemos que medir y calcular en térmmos

de volúmenes de agua y peso de harina o de sal.

Las categonas y las relaciones que vemos en el mundo no se originan en él; se originan en el

cerebro y continúan exisüendo allí. Esa es una razón de por qué las matemáticas nunca se pueden
explicar con ejemplos - "aquí hay tres lápices" - 2: menos que el concepto matemático ("la cualidad
23.-La escritura, borrado y raescnhua de dos cuacleies altemadvos en una lira de papel mñnita es la base del concepto revolucionario de Alan Turing,
sobre una "máguina imiversat'. Muchas de ias discusiouea de esta idea son matemática y filosóficameute complejas, pero existe una versión legible en

HQDOES (1985.).
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En el capítulo anterior, he presentado algunas de las estructuras conceptuales innatas que
hacen posibles las matemáticas (y toda nuestra vida racional). Ahora observo algunas de las palabras

que reflejan estos conceptos innatos, formando una parte esencial del modo en que pensamos y habla-

mos. Estas palabras están fuera de los límites de las matemáticas. Todos pensamos y hablamos mate-

máticamente, mucho antes de aprender matemáticas. Las matemáticas y el lenguaje natural no son for-

mas distintas de pensar; son simplemente diferentes áreas de experiencia a los que el pensamiento

humano se puede dirigir. El lenguaje y las matemáticas no exigen facultades mentales únicas y sepa-

radas, ni siquiera en los niños.

En el principio, las palabras

Los conceptos matemáticos son visibles entre las primeras palabras que los niños dicen y com-

prenden, reflejando estructuras matemáticas en el pensamiento subyacente que modela y dirige el des-

arrollo del lenguaje.
Podnamos comenzar con algunas de las palabras más enérgicas que todo niño comienza a bal-

bucear: la primera, "quiero uno", seguido por la inmortal "quiero más", de Oliver Twist.
"Uno", "el", "este", "cíe" demuestran conceptos de identidad y categorización, como ocu-

iré con "igual", " diferente" y "otro". "Estos" y "esos" demuestran pluralidad, "ninguno" y nada

demuestran el otro extremo.

"Quiero uno", "quiero un poco", "quiero otro", "quiero más" "lo quiero todo" demuestran de

forma similar una comprensión no numérica de la cantidad, mientras que la noción de compartir -

expresada con frecuencia por los niños como "no es justo" - revela un atisbo de proporción y porcen-

taje.

La comprensión de que "ayer" es el pasado y "mañana" está todavía por venir demuestra un

sentído de la secuencia, como ocurre con ahora , cuando , entonces , a continuación y me

toca .

"Aquf\ "cerca", "lejos", "ahora", "pronto" y "mucho tiempo" demuestran distancia relativa en

el espacio y el tiempo; "grande" y "pequeño" demuestran tamaño relativo; y rápido y lento

demuestran velocidad relativa.22
Los conceptos geométñcos se revelan en las primeras palabras de los niños, como derecho",

"torcido", "redondo", "afilado", "inicio", "fin", así como en "aguf, "allf, "arriba", abajo ,

"lar^o", "corto", "encima", "debajo", "gordo", "flaco", "lado", "dentm" "fuera". El concepto mate-

mático y geométrico de cambio está omnipresente en el lenguaje desde sus inicios.

Proposiciones universales del lenguaje matemático

El sistema numérico es ñmdamentalmente una cosa detrás de otra, más , otra vez o

"siguiente", una progresión y una sucesión. Estos son los hilos con los que tejemos todas nuestras per-

22.- Incluso antes de que articulen sus primeras palabras, ios niflos son muy sensibles a las diferencias y los cambios en los índices relaLivos del movi-

mieulo (BOWBR, 1971), un concepto esencial del cálculo.
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cepciones del mundo y hablamos de ellas. El orden en el que los acontecimientos familiares ocurren

no se puede reorganizar sin interrumpir la línea narrativa de nuestras explicaciones y expectaüvas, la
red que mantiene unidas todas nuestras experiencias.

Todos los lenguajes distinguen entre singular y plural. La distinción numérica se aprecia cla-

ramente en la gramática y en el vocabulario, tan ñmdamental como las disünciones temporales de

pasado, presente y futuro, y las distinciones genéricas entre masculino y femenino. Las formas plura-
les de los nombres, los verbos y otras partes del habla difieren de las formas singulares - el anda, ellos

andan. El número (no los numerales) es ñmdamental para la forma en que vemos el mundo y habla-
mos de él.

El concepto primario de más se ve aumentado por términos como "añadir", "incrementar" y
aumentar • , y contrasta con términos como reducir", "remover" y "disminuir". Las nociones de

replicación y multiplicación contrastan con división y distribución.

Las matemáticas florecen en un campo del lenguaje reducido pero fértil. Cualquiera que pueda

hablar posee la competencia mental esencial para dedicarse a las matemáticas. Las estructuras que
generan la comprensión del lenguaje y de las matemáticas son las formas básicas en las que trabaja la

mente, aspectos de los marcos con significado que el cerebro coloca sobre el caos de la experiencia
sin interpretar.

Percepción, lenguaje y matemáticas

Percibimos a las personas y a los objetos como entidades individuales, como unidades, que

ponemos en multitud de categorías construidas a través del lenguaje. Además distinguimos a las per-

sonas según formas complementarias (u opuestas), como hombre-mujer, alto-bajo, überal-conserva-

dor, social-antisocial, etc. Distinguimos otras criaturas como gatos, perros, vacas y ovejas, y distin-

guimos objetos como aviones, trenes, árboles y piedras. Esta complejidad inmensa pero organizada es
posible solamente porque podemos pensar en términos de individuos, gmpos de individuos y equiva-

lencias o diferencias - la pertenencia a conjuntos.

Detrás de muchas de nuestras distinciones categóricas, y tal vez origen de todas ellas, está la

inclusión-exclusión. Tanto si se es un niño como si no se es, un canadiense o no, un matemáüco o no.

Es pensamiento binario, la base de la tecnología electrónica digital, tal vez el medio más elemental y

poderoso de computación matemática."

Algunas sustancias se funden consigo mismas con tal facilidad que es difícil garantizarles

identidades individuales, como las partículas del aire, el agua, la harina o la sal. Y puesto que no las

podemos singularizar, tampoco podemos pluralizarias y así hablar de "dos aguas", "tres harinas" o

cuatro sales". No se pueden contar. Al no poder asignarles las categorías de singular o plural, tene-
mos que incluir a estas sustancias en una categoría especial de "nombres de cantidadj, que con fre-

cuencia crea incomodidad en el lenguaje. Cuando los nombres de cantidad se refieren a grupos de per-

sonas - como en ocasiones ocurre - como muchedumbre, gobierno y comité, nunca estamos seguros

de si tenemos que decir "es" o "son", no sabemos si tratarlos como singularidades o pluralidades.

Los nombres de cantidad además crean complicaciones en las matemáticas aplicadas. Donde

no podemos contar tenemos que medir, lo que significa que se tienen que construir nuevos conceptos.
En lugar de dos aguas", tres harinas" o "cuatro sales", tenemos que medir y calcular en térmmos

de volúmenes de agua y peso de harina o de sal.

Las categonas y las relaciones que vemos en el mundo no se originan en él; se originan en el

cerebro y continúan exisüendo allí. Esa es una razón de por qué las matemáticas nunca se pueden
explicar con ejemplos - "aquí hay tres lápices" - 2: menos que el concepto matemático ("la cualidad
23.-La escritura, borrado y raescnhua de dos cuacleies altemadvos en una lira de papel mñnita es la base del concepto revolucionario de Alan Turing,
sobre una "máguina imiversat'. Muchas de ias discusiouea de esta idea son matemática y filosóficameute complejas, pero existe una versión legible en

HQDOES (1985.).
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de tres") ya exista, Ésta es además la razón de por qué las personas que pueden ver las relaciones mate-

máücas están siempre dispuestas a señalar ejemplos para iluminar a aquellos que no pueden verlas -
"'¿No ves que tengo tres lápices?'' '. Creen que lo que ellos ven es obvio, sin darse cuenta de que la base

de su convicción sobre la cualidad de tres está en su propia mente, no en los lápices que tienen.M

Cuando percibimos dos o más objetos o individuos en el mundo, con frecuencia nos damos

cuenta de que uno es más alto, más grande, más pesado, más viejo, más pálido, más peludo, más con-
tentó o más sabio, o posee muchos más atributos de los aquí nombrados. Hacemos comparaciones.

Una vez más, nada en estas relaciones comparativas es inherente al mundo. No hay nada en el árbol

que lo haga "más alto" que otro - nosotros imponemos la relación.

Y sin haber recibido enseñanza formal, podemos hacer deducciones lógicas sobre relaciones

comparativas. Sabemos que si Ann es más alta que Ben, y que Ben es más alto que Carol,25 entonces

Ann debe ser más alta que Carel. No es necesario citar comparaciones como más alto o más grande

para ejemplificar las relaciones opuestas que existen en el cerebro y no en la naturaleza. Los atributos

simples como altura y magnitud son por sí mismos relativos - con respecto a lo que se considere como
estándar. La base más común para la comparación es el cuerpo humano. Cualquier cosa más grande

que nosotros es "grande".1*

Ritmo y rima en el conocimiento humano

El cerebro humano dene acceso a diferentes mundos, o ámbitos de experiencia. Uno de los

más obvios es el mundo de la música. La música por sí misma apela proñindamente a nuestras emo-

ciones, con el poder de apoderarse de nuestra mente y de nuestros músculos, iniciándonos en series de

pensamiento o de movimiento rítmico. Y los ritmos musicales proporcionan fuertes conexiones de las

que penden los recuerdos.
La poesía y la música son ejemplos obvios de la forma en que los ritmos, que a menudo son

una parte visible de la música, se pueden encontrar en conjunción con las palabras. En un nivel más

elemental, las cantinelas rítmicas se extienden a los juegos infantües y al pensamiento humano, tal vez

24.- No os preocupéis por el siguieute desarrollo a menos que no esiéis todavía convencidos de que mostrar tr&s lápices y luego otros dos DO demuestra
que tres más dos son cinco Suponed que estáis en un país eiccranjero, y que DO sabéis nada sobre matemiilicas o sobre la lengua auróctona y que alguien
lleva un puñado de lápices y os dice "Aqu¡ hay glerp lápices". ¿Qué podría signiHcar fiiefp? ¿podría e] hablante eslar refiriéndose al color de los lipi-
ees o a su tamaño o B quién los posee o si son bouitos o fws, baratos o caros, comesübles o venenosos? ¿Cómo podríais decidir según vuestra experien-

cia que glerp significa un detenninado número de objetos (recordad que no tenéis un couocüiueiito previo de los uúmeros)? Y ai no sabéis qué significa
glefp, ¿cómo comprcnderiais la demostración de que glerp lápices y stras lápices son gmnk lápices'-' De nada serviría que el hablante enuuriara las pala-
bras claramente, moviendo los lápices cou énfasis, de la misma forma que todos intentarnos hacer cuando hablamos con alguieü que uo uene lamas remo-

(u idea de lo que le estamos hablando,
Podriais objecar que puesto que glerp, simg y grunk SOD palabras totalmenle extroñas, no existe forma alguna de que la demosMuiún cause efecto. Pero
suponiendo que estuvieseis fnmiliarizfldos con las palabras, de la misma fomiu que los niflos eslán familiarizados con uno, dos, tres, cuatro, cinco, A los

nidos se les ha euseSodo a coDlai, y se les da muy bien decir Ins palabras en el orden coiTecco. Con seguridad que la áemostroción FuucionaiÍB. Pero supon-

gamos que el exlraujero T]SB palabras fanuliarcs pura el ejemplo de los lápices Supongamos que nos ilicen, "twiras kípices másfebreTO lápices hücen
mayo lápices" ¿Entenderiamos entonces la explicación, puesio que conocemos las palabras eüero, febrero, fnaizo, abril y mayo de memoria y las pode-
mos dedr en el oiden correcloT La familiaridad de las palabras no aclara los conceptos mBtemDticos; en realidad, hace que la demosbacióu sea más cou-
fusa. Los niños no aprenden el significado de los números por mostrarles ejemplos "concretos" de esos números, o mejor, ejemplos de cómo esos núme-

ros se pueden usar en el mundo físico. ¿Cómo aprcDden loa niítos el significado de los números'? Los detalles concretos de esta proeza sou un poco com-

plicados (o poco lógicos) y nos ocuparemos de ello en el capfnúo preciso de esce lihro. Brevemenie, los nifios uo aprenden el significBdo de los números
laiizándolos del muido de los lápices al mundo de lus matemáticas; más bien, tíeneii que desarroIlnT su comprensión de los números en el mundo de las
matemáticas, que a conlinuación podían usar puiB darle senado a las demosttaciones con objetos físicos- No uiego que los mfios deban ser entrenados
para dar la respuesla correcta a "pmblemas" en la clase de 2+3=5, al igual que un perro cienc que ser eno-enado para ladrar el número apropiado de veces

en situaciones similarES. Pero ser capaz de desam)llar una icspueslB correcta en simaciones rclolivnmente simples no signiRca que se hayn adqumdo nin-

guna oomprensión malemStica- Yo podria, con toda pnbabilidad, aprender glerp, stmg y grunt lo suRcieuie como para engañar a unos cuaiicos eu un

país extranjero, pero eso no probaría que hubiera opTeDdido>nada productivo sobre la lengua del país, No me sacana de deris del muro de cristal.
25.- Incluso los nifios mas pequeflos son capaces de extraer conclusiones lógicas de este tipo en situaciones que tengan significado para ellos (NELSON,
1985) Pero eso lio significa que los niños darán necesBriamence respuestBS correctas a preguntas "lógicas", especialmente si las preguntas se Tiaceu eu
un lenguaje poco familiar o se presenlflll eu forma de puzzles deliberados o elemenlos de examen. La conversión de la situacióu de Ann, Ben y Carol a
una forma abstracta ~"siA>B y B>C, entonces A>C' - crea dificultades a los niños, y también a los adultos, pero no porque no sean capaces de razo-

nar "con lósica". Cuaudo los patrones subyacentes del peusamienco están desprovisios de contextos familiares, cuando se les tfausporta a siscemas espe-

cializados con su propio lenguaje y sus convenciones nolacionales, se convierteD en efecm eu "mundos" disluitos. Y las personas pueden encontrarse con

un muro de cristal que les hace imposible eutrar en ese mundo, mcluso si en cirounslaucifls familiares puedeu pensar con lógica.

26.-LAXOFF(1987)
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mucho más de los que normalmente sospechamos. Las cantinelas son un elemento fundamental del
lenguaje, del conocimiento basado en el lenguaje y de las matemáücas.

Gran parte de nuestro aprendizaje aparece en forma de lista de secuencias, muchas de ellas
aprendidas como canünelas, como los días de la semana o los meses del año. Las cantinelas familia-
res como:

Lunes, martes, miércoles, jueves, viernes, sábado, domingo

o
Enero, febrero, marzo, abril, mayo...

Las diferencias en la facilidad para leer o recitar estas secuencias poco familiares no tienen

nada que ver con el orden en el que reaünente ocurren los días o los meses, pero denvan del hecho de

que hemos aprendido la secuencia original casi como una canción, como una secuencia melodiosa no

interrumpida, que se puede repetir solamente en la forma en que originalmente se creó.

En realidad, si queremos saber cuál es el tercer día después del miércoles, probablemente use-
mos los dedos para repasar todos los días de la semana, al igual que muchos de nosob-os tenemos que

recitar treinta días tiene septiembre con abril, junio y noviembre. .." para averiguar cuántos días tiene

el mes en el que estamos. Gran parte de nuestro conocimiento sistematizado se presenta en forma de
rimas o canünelas simples.

La cantinela matemática ftmdamental - la base de nuestra experiencia numérica más tempra-

na - es lo que los matemáticos llaman los números naturales (o más infomialmente, los números de
contar). Me refiero a ellos como "la cantinela de los números":

Uno. dos, tres, cuatro, cinco; seis. siete, ocho. nueve, diez.

(El punto y coma indican el punto convencional dónde se hace la pausa para respirar o para
romper el ritmo).

Algunas veces la cantinela de los números adquiere un tono más poético, como ocurre en las

secuencias que comienzan con "uno, dos, tres, escondite inglés..."

He deletreado los números del uno al diez, en vez de ponerlos en su forma aritméüca:

1,2,3,4,5,6,7,8,9,10

porque al principio los números se aprendieron como palabras, no como parte de las matemá-
ticas. La convención matemática elimina subsecuentemente el 10 de la secuencia escrita (jorque es un
dígito doble) y añade el O (cero) al inicio, creando lo que los matemáticos a veces llaman la línea

numérica:

0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9

que no es una cantinela en ningún idioma. Y nadie que cuente un conjunto de objetos, inclu-
so de broma o jugando, empezaría por '''nada" v

Estas inconsistencias son las primeras de las muchas diferencias entre los aspectos hablados y

escritos de las matemáticas. La canünela de los números se convierte en una desventaja si está dema-

siado incrustada en nuestro pensamiento matemático; es solamente una de un número infinito de for-

mas posibles de organizar los números y no merece una prioridad especial.28

Los niños con frecuencia aprenden el ritmo de la cantinela de los números antes de aprender

el orden de las palabras numéricas, y mucho antes de saber qué significan esas palabras y cómo usar-

las. Pero reconocen - o dan por hecho - que el orden es importante. Si recitan la cantinela en un orden

idiosincrásico, intentarán repertria en el mismo orden (al igual que repetirán versiones incorrectas de

canciones que han aprendido o entendido parcialmente). Los niños demuestran que comprenden la
importancia del orden al contar los números antes de estar seguros del orden convencional de los

números, por lo que "contarán" con las palabras apropiadas en un orden inapropiado - uno, dos, tres,

cinco, cuatro, nueve, siete. O introducirán sonidos sin sentido para rellenar los huecos de lo que igno-

ran.

27 - Esta es la base de la controversia con el ano en el que empezó el lercer milenio, si el 2000 o el 2001.
28 - Las r&aones por las que mi simple recuento pueden suponer un obstáculo apateceii documentadas en el capítulo 13.
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de tres") ya exista, Ésta es además la razón de por qué las personas que pueden ver las relaciones mate-

máücas están siempre dispuestas a señalar ejemplos para iluminar a aquellos que no pueden verlas -
"'¿No ves que tengo tres lápices?'' '. Creen que lo que ellos ven es obvio, sin darse cuenta de que la base

de su convicción sobre la cualidad de tres está en su propia mente, no en los lápices que tienen.M

Cuando percibimos dos o más objetos o individuos en el mundo, con frecuencia nos damos

cuenta de que uno es más alto, más grande, más pesado, más viejo, más pálido, más peludo, más con-
tentó o más sabio, o posee muchos más atributos de los aquí nombrados. Hacemos comparaciones.

Una vez más, nada en estas relaciones comparativas es inherente al mundo. No hay nada en el árbol

que lo haga "más alto" que otro - nosotros imponemos la relación.

Y sin haber recibido enseñanza formal, podemos hacer deducciones lógicas sobre relaciones

comparativas. Sabemos que si Ann es más alta que Ben, y que Ben es más alto que Carol,25 entonces

Ann debe ser más alta que Carel. No es necesario citar comparaciones como más alto o más grande

para ejemplificar las relaciones opuestas que existen en el cerebro y no en la naturaleza. Los atributos

simples como altura y magnitud son por sí mismos relativos - con respecto a lo que se considere como
estándar. La base más común para la comparación es el cuerpo humano. Cualquier cosa más grande

que nosotros es "grande".1*

Ritmo y rima en el conocimiento humano

El cerebro humano dene acceso a diferentes mundos, o ámbitos de experiencia. Uno de los

más obvios es el mundo de la música. La música por sí misma apela proñindamente a nuestras emo-

ciones, con el poder de apoderarse de nuestra mente y de nuestros músculos, iniciándonos en series de

pensamiento o de movimiento rítmico. Y los ritmos musicales proporcionan fuertes conexiones de las

que penden los recuerdos.
La poesía y la música son ejemplos obvios de la forma en que los ritmos, que a menudo son

una parte visible de la música, se pueden encontrar en conjunción con las palabras. En un nivel más

elemental, las cantinelas rítmicas se extienden a los juegos infantües y al pensamiento humano, tal vez

24.- No os preocupéis por el siguieute desarrollo a menos que no esiéis todavía convencidos de que mostrar tr&s lápices y luego otros dos DO demuestra
que tres más dos son cinco Suponed que estáis en un país eiccranjero, y que DO sabéis nada sobre matemiilicas o sobre la lengua auróctona y que alguien
lleva un puñado de lápices y os dice "Aqu¡ hay glerp lápices". ¿Qué podría signiHcar fiiefp? ¿podría e] hablante eslar refiriéndose al color de los lipi-
ees o a su tamaño o B quién los posee o si son bouitos o fws, baratos o caros, comesübles o venenosos? ¿Cómo podríais decidir según vuestra experien-

cia que glerp significa un detenninado número de objetos (recordad que no tenéis un couocüiueiito previo de los uúmeros)? Y ai no sabéis qué significa
glefp, ¿cómo comprcnderiais la demostración de que glerp lápices y stras lápices son gmnk lápices'-' De nada serviría que el hablante enuuriara las pala-
bras claramente, moviendo los lápices cou énfasis, de la misma forma que todos intentarnos hacer cuando hablamos con alguieü que uo uene lamas remo-

(u idea de lo que le estamos hablando,
Podriais objecar que puesto que glerp, simg y grunk SOD palabras totalmenle extroñas, no existe forma alguna de que la demosMuiún cause efecto. Pero
suponiendo que estuvieseis fnmiliarizfldos con las palabras, de la misma fomiu que los niflos eslán familiarizados con uno, dos, tres, cuatro, cinco, A los

nidos se les ha euseSodo a coDlai, y se les da muy bien decir Ins palabras en el orden coiTecco. Con seguridad que la áemostroción FuucionaiÍB. Pero supon-

gamos que el exlraujero T]SB palabras fanuliarcs pura el ejemplo de los lápices Supongamos que nos ilicen, "twiras kípices másfebreTO lápices hücen
mayo lápices" ¿Entenderiamos entonces la explicación, puesio que conocemos las palabras eüero, febrero, fnaizo, abril y mayo de memoria y las pode-
mos dedr en el oiden correcloT La familiaridad de las palabras no aclara los conceptos mBtemDticos; en realidad, hace que la demosbacióu sea más cou-
fusa. Los niños no aprenden el significado de los números por mostrarles ejemplos "concretos" de esos números, o mejor, ejemplos de cómo esos núme-

ros se pueden usar en el mundo físico. ¿Cómo aprcDden loa niítos el significado de los números'? Los detalles concretos de esta proeza sou un poco com-

plicados (o poco lógicos) y nos ocuparemos de ello en el capfnúo preciso de esce lihro. Brevemenie, los nifios uo aprenden el significBdo de los números
laiizándolos del muido de los lápices al mundo de lus matemáticas; más bien, tíeneii que desarroIlnT su comprensión de los números en el mundo de las
matemáticas, que a conlinuación podían usar puiB darle senado a las demosttaciones con objetos físicos- No uiego que los mfios deban ser entrenados
para dar la respuesla correcta a "pmblemas" en la clase de 2+3=5, al igual que un perro cienc que ser eno-enado para ladrar el número apropiado de veces

en situaciones similarES. Pero ser capaz de desam)llar una icspueslB correcta en simaciones rclolivnmente simples no signiRca que se hayn adqumdo nin-

guna oomprensión malemStica- Yo podria, con toda pnbabilidad, aprender glerp, stmg y grunt lo suRcieuie como para engañar a unos cuaiicos eu un

país extranjero, pero eso no probaría que hubiera opTeDdido>nada productivo sobre la lengua del país, No me sacana de deris del muro de cristal.
25.- Incluso los nifios mas pequeflos son capaces de extraer conclusiones lógicas de este tipo en situaciones que tengan significado para ellos (NELSON,
1985) Pero eso lio significa que los niños darán necesBriamence respuestBS correctas a preguntas "lógicas", especialmente si las preguntas se Tiaceu eu
un lenguaje poco familiar o se presenlflll eu forma de puzzles deliberados o elemenlos de examen. La conversión de la situacióu de Ann, Ben y Carol a
una forma abstracta ~"siA>B y B>C, entonces A>C' - crea dificultades a los niños, y también a los adultos, pero no porque no sean capaces de razo-

nar "con lósica". Cuaudo los patrones subyacentes del peusamienco están desprovisios de contextos familiares, cuando se les tfausporta a siscemas espe-

cializados con su propio lenguaje y sus convenciones nolacionales, se convierteD en efecm eu "mundos" disluitos. Y las personas pueden encontrarse con

un muro de cristal que les hace imposible eutrar en ese mundo, mcluso si en cirounslaucifls familiares puedeu pensar con lógica.

26.-LAXOFF(1987)
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mucho más de los que normalmente sospechamos. Las cantinelas son un elemento fundamental del
lenguaje, del conocimiento basado en el lenguaje y de las matemáücas.

Gran parte de nuestro aprendizaje aparece en forma de lista de secuencias, muchas de ellas
aprendidas como canünelas, como los días de la semana o los meses del año. Las cantinelas familia-
res como:

Lunes, martes, miércoles, jueves, viernes, sábado, domingo

o
Enero, febrero, marzo, abril, mayo...

Las diferencias en la facilidad para leer o recitar estas secuencias poco familiares no tienen

nada que ver con el orden en el que reaünente ocurren los días o los meses, pero denvan del hecho de

que hemos aprendido la secuencia original casi como una canción, como una secuencia melodiosa no

interrumpida, que se puede repetir solamente en la forma en que originalmente se creó.

En realidad, si queremos saber cuál es el tercer día después del miércoles, probablemente use-
mos los dedos para repasar todos los días de la semana, al igual que muchos de nosob-os tenemos que

recitar treinta días tiene septiembre con abril, junio y noviembre. .." para averiguar cuántos días tiene

el mes en el que estamos. Gran parte de nuestro conocimiento sistematizado se presenta en forma de
rimas o canünelas simples.

La cantinela matemática ftmdamental - la base de nuestra experiencia numérica más tempra-

na - es lo que los matemáticos llaman los números naturales (o más infomialmente, los números de
contar). Me refiero a ellos como "la cantinela de los números":

Uno. dos, tres, cuatro, cinco; seis. siete, ocho. nueve, diez.

(El punto y coma indican el punto convencional dónde se hace la pausa para respirar o para
romper el ritmo).

Algunas veces la cantinela de los números adquiere un tono más poético, como ocurre en las

secuencias que comienzan con "uno, dos, tres, escondite inglés..."

He deletreado los números del uno al diez, en vez de ponerlos en su forma aritméüca:

1,2,3,4,5,6,7,8,9,10

porque al principio los números se aprendieron como palabras, no como parte de las matemá-
ticas. La convención matemática elimina subsecuentemente el 10 de la secuencia escrita (jorque es un
dígito doble) y añade el O (cero) al inicio, creando lo que los matemáticos a veces llaman la línea

numérica:

0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9

que no es una cantinela en ningún idioma. Y nadie que cuente un conjunto de objetos, inclu-
so de broma o jugando, empezaría por '''nada" v

Estas inconsistencias son las primeras de las muchas diferencias entre los aspectos hablados y

escritos de las matemáticas. La canünela de los números se convierte en una desventaja si está dema-

siado incrustada en nuestro pensamiento matemático; es solamente una de un número infinito de for-

mas posibles de organizar los números y no merece una prioridad especial.28

Los niños con frecuencia aprenden el ritmo de la cantinela de los números antes de aprender

el orden de las palabras numéricas, y mucho antes de saber qué significan esas palabras y cómo usar-

las. Pero reconocen - o dan por hecho - que el orden es importante. Si recitan la cantinela en un orden

idiosincrásico, intentarán repertria en el mismo orden (al igual que repetirán versiones incorrectas de

canciones que han aprendido o entendido parcialmente). Los niños demuestran que comprenden la
importancia del orden al contar los números antes de estar seguros del orden convencional de los

números, por lo que "contarán" con las palabras apropiadas en un orden inapropiado - uno, dos, tres,

cinco, cuatro, nueve, siete. O introducirán sonidos sin sentido para rellenar los huecos de lo que igno-

ran.

27 - Esta es la base de la controversia con el ano en el que empezó el lercer milenio, si el 2000 o el 2001.
28 - Las r&aones por las que mi simple recuento pueden suponer un obstáculo apateceii documentadas en el capítulo 13.



r

38 El muro de cristal Las matemáticas en el Lenguaje 39

Hasta ahora todo demuestra la sensibilidad innata del niño ante la secuencia, la consistencia y

el orden, elementos centrales en las matemáticas, de los que ellos hacen gala mucho antes de haber
aprendido las matemáticas formales. Pero la riqueza y la sensibilidad son todavía proto matemáticas;

una cosa es necesaria para completar toda la panoplia de las matemáticas, y esa es la comprensión de

los números. El lenguaje, como sistema, tiene número - la diferencia entre singular y plural - pero no

tiene números, el significado de todas las relaciones potenciales entre números. Los niños puede que

sean capaces de recitar en orden los números del 1 al 10, e incluso aprender de carrerilla que la dife-

rencia entre 7 y 4 son 3. Pero sin la comprensión de por qué la diferencia entre 7 y 4 son 3 y solamente
3, los niños se encuentran todavía en el ámbito del lenguaje diario, no en el mundo de las matemáti-

cas. Todavía no han traspasado el muro de cristal.

Me he referido a la recitación de los diez primeros números como la "cantinela" porque se

aprende en primer lugar por su ritmo, no por su significado ni por su utilidad. Las cantinelas normal-
mente no tienen significado alguno (para el que está aprendiendo) más allá de su calidad como can-
ción, sea su utilidad final alfabéüca, numérica o alguna otra función nemotécnica como los nombres

y el orden de los días de la semana y los meses del ano. Se aprenden como rimas sin sentido, como
milikiíuli, lapotinga, lapotángala se fue la ética poética sinfónica milikiíuU no sabía lo que hacía, se

fue a bailar el ye ye ye ye ye", que permanecen en nuestra mente de la misma manera.

Pero una vez que estas canünelas se han asentado con fuerza en nuestra mente, nos podemos
referir a ellas con múltiples y prácticos fines, desde recordar el día de la semana hasta implicamos en
las matemáticas más abstractas.

Otras cantinelas matemáticas

La recitación de los números de contar es única, pero no es la única forma en que el lenguaje

rítmico hace posible las matemáticas. Otras cantinelas poseen una uülidad matemática considerable,

como las tablas de sumar:

Una más una son dos, una más dos son tres, una más tres son cuatro. ..

Y las de multiplicar:

Una por una es una, dos por dos son cuatro, tres por dos son seis. ..

Las cantinelas de las tablas , como podríamos llamarlas, no son productivas como los son el

alfabeto y los números de contar; no generan nada mas allá de sí mismas. Son las recitaciones orde-

nadas de hechos, plagias mentales, que nos salvan del problema de tener que pensar ciertas cosas. No

es necesario que calculemos el resultado de sumar 2+2 o de multiplicar 3x6, porque las cantinelas

nos proporcionan la respuesta.
Las cantinelas de las tablas tienen una cosa en común con la canünela de los números - nor-

malmente se aprenden sin comprender su implicación matemática. En un principio son simplemente

palabras sin sentido, porque no se entiende cómo se relacionan unas cantinelas con las otras, o cómo

se pueden relacionar con cualquier otra cosa. Un niño que aprende las tablas de multiplicar no está
necesariamente aprendiendo nada sobre la multiplicación.

Una cantinela enormemente productiva que no es matemática es el alfabeto, aprendido en

forma de canción con un ritmo distintivo:

ABCDEFG,HIJK, L-M-N-0-P, Q, R, S; TU V, W X Y Z

(las cuatro últimas letras no se repasan convenientemente y poseen varios ritmos y melodías

alternativos).
Al igual que muchas de las canciones que aprendimos cuando éramos jóvenes, el orden del

alfabeto se queda indeleblemente impreso en nuestra mente. La cantinela forma una cadena irrompi-

ble. Muchos adultos üenen que empezar desde el principio a decir las letras para saber cuál viene des-
pues de la k, y es casi imposible recitar la lista de atrás hacia delante, a menos que se haya aprendido

ese orden previamente, como una cancioncilla distinta.

El alfabeto es un recurso humano rico y producüvo porque se puede reordenar infinitamente
para formar un infinito número de palabras escritas fácilmente reconocibles en un número infinito de
combinaciones. Es lo que el escritor griego Nikos Kazantzakis llamó los 26 soldados del alfabeto que

pueden marchar en diferentes formaciones para traemos todos los poemas, historias y juegos jamás

compuestos - y no parece que la tecnología electrónica vaya a hacerlas menos vitales en el futuro.

Pero tal vez tan significativo como la literatura para la cultura humana haya sido el orden que
el alfabeto introdujo. Las letras del alfabeto realizan muchas de las ñmciones sistemáticas de los

números, en ocasiones conjuntamente con los números, por ejemplo en el esquema decimal de Dewey
para organizar los materiales bibliográficos, en las matriculas de los coches y en los códigos postales

de algunos países.

Sin el alfabeto existiría bastante menos orden y burocracia en nuestras vidas. Pensemos en

todas las listas escolares, papeletas para votar, índices y directorios que dependen de un orden alfabé-
tico - innumerables objetos y referencias unidas en base a una cantinela de la infancia y que domina

nuestras vidas. El orden alfabético pudiera estar perdiendo su predominio, pero solamente porque los

ordenadores pueden realizar búsquedas a gran velocidad para encontrar elementos en una lista desor-

denada. Conforme avanza la informáüca, los numerales adquieren más importancia ya que los núme-

ros de identificación se nos han asignado a nosotros y a los objetos de nuestras vidas, en ocasiones

predominando por encima incluso de nuestros nombres.

Relaciones confusas

Incluso las más simples matemáticas pueden convertirse en algo difícil de comprender cuan-

do las expresiones matemáticas precisas y sin ambigüedad alguna se "traducen" a lenguaje diario. No

existe discusión alguna con respecto a que 6+3 = 9, a que 6-3 = 3, a que 6x3 = 18 y a que 6-3 = 2,
desde el punto de vista matemático. A los nexos notacionales se les pueden dar nombres - como más,

menos, dividir, multiplicar e igual, y existen además sinónimos - como añadir, restar o substraer, por

y hacer. Mientras estos ténninos se usen para referirse a relaciones matemáücas paTticulares - como

lenguaje matemático - no hay problema. Pero si se espera que las palabras expliquen relaciones mate-

mátícas, puede surgir una gran confusión porque el lenguaje natural y el lenguaje de las matemáticas
tienen diferentes significados.

Vuelvo a insistir en que las dificultades existen solamente para los que están aprendiendo y

para los que no entienden de qué se está hablando cuando se usan esos términos matemáticos. Para

cualquiera que esté familianzado con las matemáticas, que no tiene problema alguno con la suma (adi-
ción), la resta, la multiplicación y la división, el uso casual del lenguaje de las matemáticas parece

obvio. Esas personas suelen preguntarse por qué los que están aprendiendo tienen tantos problemas

con ello. Para mí supone una dificultad como autor que escribe sobre el tema. A los lectores que están

muy familiarizados con "más", "menos" y otras palabras técnicas les resulta difícil ver por qué las
ambigüedades de las que estoy hablando crean problemas. Con seguridad estos significados son

obvios. Solo puedo sugerir que dichos lectores traten de imaginar los problemas que tendrían inten-

lando entender "las explicaciones simples" sobre cuestiones recónditas de algo que apenas conocen,

una discusión erudita sobre física cuántica, sobre microbiología o sobre el postmodemismo.3' Se

encontrarían con un muro de cristal.
Podemos creer que estamos usando un lenguaje claro y familiar cuando le preguntamos a un

niño que sume dos números, o que reste uno del otro, pero a menos que el niño ya comprenda qué esta-

mos diciendo matemáticamente, no comprenderá nada de lo que hablamos. Explicarle o ponerle ejem-

29.- faisle un problemB siiiülnr en In enseuanza de la lectura, donde los estudiunles son incapaces de comprender expresiones como letra, sonido, pala-

bra y oración hasia que comienzan u leer (SMITH, 1999).
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Hasta ahora todo demuestra la sensibilidad innata del niño ante la secuencia, la consistencia y

el orden, elementos centrales en las matemáticas, de los que ellos hacen gala mucho antes de haber
aprendido las matemáticas formales. Pero la riqueza y la sensibilidad son todavía proto matemáticas;

una cosa es necesaria para completar toda la panoplia de las matemáticas, y esa es la comprensión de

los números. El lenguaje, como sistema, tiene número - la diferencia entre singular y plural - pero no

tiene números, el significado de todas las relaciones potenciales entre números. Los niños puede que

sean capaces de recitar en orden los números del 1 al 10, e incluso aprender de carrerilla que la dife-

rencia entre 7 y 4 son 3. Pero sin la comprensión de por qué la diferencia entre 7 y 4 son 3 y solamente
3, los niños se encuentran todavía en el ámbito del lenguaje diario, no en el mundo de las matemáti-

cas. Todavía no han traspasado el muro de cristal.

Me he referido a la recitación de los diez primeros números como la "cantinela" porque se

aprende en primer lugar por su ritmo, no por su significado ni por su utilidad. Las cantinelas normal-
mente no tienen significado alguno (para el que está aprendiendo) más allá de su calidad como can-
ción, sea su utilidad final alfabéüca, numérica o alguna otra función nemotécnica como los nombres

y el orden de los días de la semana y los meses del ano. Se aprenden como rimas sin sentido, como
milikiíuli, lapotinga, lapotángala se fue la ética poética sinfónica milikiíuU no sabía lo que hacía, se

fue a bailar el ye ye ye ye ye", que permanecen en nuestra mente de la misma manera.

Pero una vez que estas canünelas se han asentado con fuerza en nuestra mente, nos podemos
referir a ellas con múltiples y prácticos fines, desde recordar el día de la semana hasta implicamos en
las matemáticas más abstractas.

Otras cantinelas matemáticas

La recitación de los números de contar es única, pero no es la única forma en que el lenguaje

rítmico hace posible las matemáticas. Otras cantinelas poseen una uülidad matemática considerable,

como las tablas de sumar:

Una más una son dos, una más dos son tres, una más tres son cuatro. ..

Y las de multiplicar:

Una por una es una, dos por dos son cuatro, tres por dos son seis. ..

Las cantinelas de las tablas , como podríamos llamarlas, no son productivas como los son el

alfabeto y los números de contar; no generan nada mas allá de sí mismas. Son las recitaciones orde-

nadas de hechos, plagias mentales, que nos salvan del problema de tener que pensar ciertas cosas. No

es necesario que calculemos el resultado de sumar 2+2 o de multiplicar 3x6, porque las cantinelas

nos proporcionan la respuesta.
Las cantinelas de las tablas tienen una cosa en común con la canünela de los números - nor-

malmente se aprenden sin comprender su implicación matemática. En un principio son simplemente

palabras sin sentido, porque no se entiende cómo se relacionan unas cantinelas con las otras, o cómo

se pueden relacionar con cualquier otra cosa. Un niño que aprende las tablas de multiplicar no está
necesariamente aprendiendo nada sobre la multiplicación.

Una cantinela enormemente productiva que no es matemática es el alfabeto, aprendido en

forma de canción con un ritmo distintivo:

ABCDEFG,HIJK, L-M-N-0-P, Q, R, S; TU V, W X Y Z

(las cuatro últimas letras no se repasan convenientemente y poseen varios ritmos y melodías

alternativos).
Al igual que muchas de las canciones que aprendimos cuando éramos jóvenes, el orden del

alfabeto se queda indeleblemente impreso en nuestra mente. La cantinela forma una cadena irrompi-

ble. Muchos adultos üenen que empezar desde el principio a decir las letras para saber cuál viene des-
pues de la k, y es casi imposible recitar la lista de atrás hacia delante, a menos que se haya aprendido

ese orden previamente, como una cancioncilla distinta.

El alfabeto es un recurso humano rico y producüvo porque se puede reordenar infinitamente
para formar un infinito número de palabras escritas fácilmente reconocibles en un número infinito de
combinaciones. Es lo que el escritor griego Nikos Kazantzakis llamó los 26 soldados del alfabeto que

pueden marchar en diferentes formaciones para traemos todos los poemas, historias y juegos jamás

compuestos - y no parece que la tecnología electrónica vaya a hacerlas menos vitales en el futuro.

Pero tal vez tan significativo como la literatura para la cultura humana haya sido el orden que
el alfabeto introdujo. Las letras del alfabeto realizan muchas de las ñmciones sistemáticas de los

números, en ocasiones conjuntamente con los números, por ejemplo en el esquema decimal de Dewey
para organizar los materiales bibliográficos, en las matriculas de los coches y en los códigos postales

de algunos países.

Sin el alfabeto existiría bastante menos orden y burocracia en nuestras vidas. Pensemos en

todas las listas escolares, papeletas para votar, índices y directorios que dependen de un orden alfabé-
tico - innumerables objetos y referencias unidas en base a una cantinela de la infancia y que domina

nuestras vidas. El orden alfabético pudiera estar perdiendo su predominio, pero solamente porque los

ordenadores pueden realizar búsquedas a gran velocidad para encontrar elementos en una lista desor-

denada. Conforme avanza la informáüca, los numerales adquieren más importancia ya que los núme-

ros de identificación se nos han asignado a nosotros y a los objetos de nuestras vidas, en ocasiones

predominando por encima incluso de nuestros nombres.

Relaciones confusas

Incluso las más simples matemáticas pueden convertirse en algo difícil de comprender cuan-

do las expresiones matemáticas precisas y sin ambigüedad alguna se "traducen" a lenguaje diario. No

existe discusión alguna con respecto a que 6+3 = 9, a que 6-3 = 3, a que 6x3 = 18 y a que 6-3 = 2,
desde el punto de vista matemático. A los nexos notacionales se les pueden dar nombres - como más,

menos, dividir, multiplicar e igual, y existen además sinónimos - como añadir, restar o substraer, por

y hacer. Mientras estos ténninos se usen para referirse a relaciones matemáücas paTticulares - como

lenguaje matemático - no hay problema. Pero si se espera que las palabras expliquen relaciones mate-

mátícas, puede surgir una gran confusión porque el lenguaje natural y el lenguaje de las matemáticas
tienen diferentes significados.

Vuelvo a insistir en que las dificultades existen solamente para los que están aprendiendo y

para los que no entienden de qué se está hablando cuando se usan esos términos matemáticos. Para

cualquiera que esté familianzado con las matemáticas, que no tiene problema alguno con la suma (adi-
ción), la resta, la multiplicación y la división, el uso casual del lenguaje de las matemáticas parece

obvio. Esas personas suelen preguntarse por qué los que están aprendiendo tienen tantos problemas

con ello. Para mí supone una dificultad como autor que escribe sobre el tema. A los lectores que están

muy familiarizados con "más", "menos" y otras palabras técnicas les resulta difícil ver por qué las
ambigüedades de las que estoy hablando crean problemas. Con seguridad estos significados son

obvios. Solo puedo sugerir que dichos lectores traten de imaginar los problemas que tendrían inten-

lando entender "las explicaciones simples" sobre cuestiones recónditas de algo que apenas conocen,

una discusión erudita sobre física cuántica, sobre microbiología o sobre el postmodemismo.3' Se

encontrarían con un muro de cristal.
Podemos creer que estamos usando un lenguaje claro y familiar cuando le preguntamos a un

niño que sume dos números, o que reste uno del otro, pero a menos que el niño ya comprenda qué esta-

mos diciendo matemáticamente, no comprenderá nada de lo que hablamos. Explicarle o ponerle ejem-

29.- faisle un problemB siiiülnr en In enseuanza de la lectura, donde los estudiunles son incapaces de comprender expresiones como letra, sonido, pala-

bra y oración hasia que comienzan u leer (SMITH, 1999).
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píos sobre cómo se usan las palabras en el lenguaje hablado no explica ni ilustra cómo se usan en mate-

máticas. Pondré unos cuantos ejemplos (los significados matemáticos reales se discuten con más pro-
fúndidad en el capítulo 8).

• "Añadir" (o "sumar", "más"). Supuestamente la parte más simple de las matemáticas, aña-

dir, es sin duda alguna una situación poco complicada y evidente, como veremos a continuación.
Cuando se usa matemáücamente, la palabra adición se refiere a una relación específica entre núme-

ros que es esencialmente indefinida, una dirección a través del espacio matemático. Nadie explica qué

significa escribir 2+3=5, o decir "dos más tres igual a cinco". Se produce la afirmación, a veces con

analogías simples pero inequívocas, con la esperanza de que el significado y el razonamiento sean visi-

bles. Y esto no siempre ocurre. Los que están aprendiendo üenden a creer que los hechos matemáti-

cos como 2+3=5 üenen sentido porque se pueden relacionar con algunas situaciones limitadas en el

mundo físico, más que con un gran conjunto de situaciones diferentes en el mundo de las matemáti-
cas. Cuando la palabra "adición" se usa en el contexto diario, üene significados bastante diferentes. Si

en una receta se nos dice que añadamos leche a la masa de un pastel, se refiere a la operación física,

DO a la matemática. No se añade 2 a 3 de la forma que se añade leche a un pastel, agua al cemento o

amor a una relación. Pastel más helado no es lo mismo que 2+3.
Dos más tres no "hacen" cinco, obviamente no en la forma en que la üen-a y el agua hacen

barro, un atleta hace un equipo, o una tarea hace una nota. Dos "más" tres no tiene nada que ver con

una hamburguesa más patatas fritas, ni tampoco es análogo a la forma en que se añade un dobladillo

a un vestido o una posdata a una carta.
A menos que se hayan ya comprendido los números dos, tres y cinco matemáticamente,

habiéndose visto lápices y sabiendo que dos, tres o cinco no tienen sentido. Dos" no es el mismo tipo

de palabra que amarillo , afilado" o artículo para la escritura .
• "Menos" (o "sustraer", "resíarf'). Menos no es una palabra común en el lenguaje diario y

cuando se usa - "Por desgracia, me han sustraído el paraguas" -, no tiene nada que ver con el signi-

fícado matemáüco.
Términos como "diferencia" y "restar" se usan con frecuencia, pero con un sentido que nada

tiene que ver con la relación matemática de la sustracción. La diferencia entre 5 y 2 no es la misma

que la diferencia entre el béisbol y el fútbol o entre manzanas y naranjas, y 2 sustraído a 5 no es lo

mismo que un juguete sustraído a un niño. No se sustrae dos de cinco de la misma manera que se sus-

trae un caramelo de un paquete o un vaso de una estantería. Cuando se sustrae dos a cinco, uno no reti-

ra nada de ningún sitio.
La palabra "sustraer" se usa poco en el lenguaje diario y cuando se hace no tiene nada que ver

con el sentido matemáüco. La sustracción se puede usar para calcular la diferencia entre los dos euros

que yo tengo y los cinco euros que tienes tú, pero en realidad ninguna moneda cambia de manos; no

hay sustracción alguna.
La explicación de "menos" tampoco ayuda mucho a comprender los números negativos , que

llevan el signo menos delante, No existe una analogía en el mundo real para la cantidad negativa de

cualquier cosa que no tenga que ver con las matemáticas.
Los ténninos "positivo" y "negativo" por sí mismos no funcionan en las matemáücas de la

misma manera que lo hacen en el lenguaje diario, por ejemplo, con comentarios positivos o negativos.

Los números menores de cero no son negativos de la misma forma que son negativas una pregunta,

una respuesta o una actitud. Un número negativo no significa "no". No es negativo en el mismo sen-

tido en que lo es un cable eléctrico o una fuente de energía (que además supone un uso extraño del tér-

mino), como tampoco tiene nada en común con el negativo de una fotografía. La complejidad de los

números negativos solamente se puede explicar a los principiantes en temimos matemáticos.
• "Multiplicar" (o "por"). Los números no se multiplican como lo hacen las hierbas o los cone-

jos. La multiplicación no es una suma repeüda, ni en matemáticas TÚ en el mundo en general, no

importa las veces que así se defienda en los libros de texto. Los textos de biología, por otra parte, cer-
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tifican que las células se multiplican dividiéndose.

A los niños normalmente se les dice que "multiplicar" significa "veces" y que las "tablas de
multiplicar" se expresan en "veces7' - "cuatro veces tres es doce". Sin embargo, en el lenguaje normal,

el verbo "multiplicar" no significa "veces". Simplemente significa "aumentar". El mandato bíblico

creced y multiplícaos" no significa que uno se añada a sí mismo un determinado número de veces;
significa tener hijos. Los problemas se multiplican cuando hay más de uno, pero no como resultado de

adiciones repetidas. La persona que dice "he visto esta película tres veces" no está calculando, está
midiendo.

• "Dividir". No se divide un pastel de la misma forma que se divide cinco entre tres. La ana-

logía popular de cortar en porciones un pastel no muestra lo que ocurre cuando se divide un número.

En el lenguaje diario, dividir significa parür o compartir, no necesariamente en partes iguales, o sepa-
rar una parte de un todo. La división no es una resta repetida, ni en las matemáticas ni el mundo en

general, no importa con qué frecuencia los libros de textos defiendan esa afirmación.

Existe un indicio en el hecho de que los diccionarios no ofrezcan explicaciones para el uso

matemático de ninguno de estos términos que he enumerado. En un diccionario normal, por ejemplo,
las definiciones para el verbo "anadirf' hablan de "unir", "mezclar1'1 e "incrementar" en el caso dellen-

guaje diario, y a continuación ofrecen la vacua definición "realizar una adición matemática" en el
caso del sentido matemático.

' igual. El símbolo más difícil de todos. Igual no significa "igual que", equivaler a" o "la

respuesta es. Dos más tres no es igual a cinco en el mismo sentido en que cinco caramelos son igual

o equivalen a otros cinco. En matemáticas, un número diferente de cosas pueden ir con el signo

igual; por ejemplo, cualquier cosa hecha en una parte debe hacerse en la otra, y todo lo que se haga

en una parte se puede reemplazar por todo en la otra parte. No existe similitud alguna con el concep-
to de igualdad en el lenguaje natural.

En el mundo fuera de las matemáticas, los adultos y los niños normalmente no dicen que dos

cosas son iguales si una se puede sustituir por la otra; por el contrario, dicen que las cosas "son equi-
valeníes a" "tan como" "tantas como" "tan grande como" o en algunas ocasiones "puede reemplazar

a . No dicen que un corcho es igual a un tapón que se enrosca para cerrar una botella. Las tan usadas
frases igualdad de derechos" e igualdad de oportunidades" no tienen equivalencia matemática. Por

lo tanto, ¿qué significa decir a un principiante en matemáticas que dos más dos son igual a cuatro? La

comprensión - que ambas partes de la ecuación tienen el mismo número - solamente puede provenir
desde dentro de las matemáticas.

Muchos otros términos matemáticos se usan con frecuencia en el lenguaje diario, por ejemplo,
total, lugar, columna, solución y respuesta30 pero no es necesario pormenorizar sobre este punto. Otros

dos conceptos muy familiares - contar y número - son conceptos tan importantes en el lenguaje mate-

mático que cada uno de ellos requerirá una parte sustancial de un capítulo en este libro.

Habiendo desacreditado todos nuestros modos de habla diarios sobre conceptos matemáücos,

¿puedo ofrecer alguna alternativa? La respuesta es "no", porque los términos matemáticos no se pue-
den traducir al lenguaje de cada día. El lenguaje de las matemáticas no es equivalente al lenguaje nat-

ural. No estoy diciendo que la terminología de las matemáticas no se pueda entender, porque obvía-

mente se puede. Pero la comprensión de la terminología matemática tiene que provenir desde dentro

de las matemáticas, no del lenguaje diario que usamos para hablar de eUas.

30.- Diagonal es una palabra especialmente provocanva, aunque se usa con ügeraza en muchas discusiones sohre geometría, porque se sabe que los niños

llenen dificultades incluso en peidbíry reproducir las diagonales (Olson, 1970). Es una palabra raramente usada en e] lenguaje diario, [al vez porque nor-
malmenle DO nos encontramos con diagonales, salvo en cljsefio. Los diccionarios ofreceu "oblicuo" e "inclinacló" como defmicicmes para diagonal, que

a malas penas tienen que ver con las malemádcas-
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píos sobre cómo se usan las palabras en el lenguaje hablado no explica ni ilustra cómo se usan en mate-

máticas. Pondré unos cuantos ejemplos (los significados matemáticos reales se discuten con más pro-
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comprensión - que ambas partes de la ecuación tienen el mismo número - solamente puede provenir
desde dentro de las matemáticas.

Muchos otros términos matemáticos se usan con frecuencia en el lenguaje diario, por ejemplo,
total, lugar, columna, solución y respuesta30 pero no es necesario pormenorizar sobre este punto. Otros

dos conceptos muy familiares - contar y número - son conceptos tan importantes en el lenguaje mate-

mático que cada uno de ellos requerirá una parte sustancial de un capítulo en este libro.

Habiendo desacreditado todos nuestros modos de habla diarios sobre conceptos matemáücos,

¿puedo ofrecer alguna alternativa? La respuesta es "no", porque los términos matemáticos no se pue-
den traducir al lenguaje de cada día. El lenguaje de las matemáticas no es equivalente al lenguaje nat-

ural. No estoy diciendo que la terminología de las matemáticas no se pueda entender, porque obvía-

mente se puede. Pero la comprensión de la terminología matemática tiene que provenir desde dentro

de las matemáticas, no del lenguaje diario que usamos para hablar de eUas.

30.- Diagonal es una palabra especialmente provocanva, aunque se usa con ügeraza en muchas discusiones sohre geometría, porque se sabe que los niños

llenen dificultades incluso en peidbíry reproducir las diagonales (Olson, 1970). Es una palabra raramente usada en e] lenguaje diario, [al vez porque nor-
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a malas penas tienen que ver con las malemádcas-
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CAPÍTULO 4

Los significados de los números

Con frecuencia se dice que los niños deberían desarrollar un sentido numérico. Aún así

muchas personas desarrollan su vida matemática sin pensar en dicho sentido. Si se les preguntara, pro-

bablemente dirían que el significado del número 4 es cuatro de algo. Eso es obvio ¿no? Pero los núme-

ros normalmente carecen de sentido ñiera de las matemáticas y no está muy claro cuál puede ser "el

sentido numérico" dentro de ellas, Una persona puede adquirir una comprensión general de cómo se

deben comportar los números o cómo se deben relacionar unos con otros dentro de las matemáticas

pero no se puede hablar de sentido" de la forma en que tenemos sentido del olfato o del tacto. Los

números no toman su significado de ninguna cosa del mundo físico, sino de nuestra mente y del mundo

matemático que las mentes han creado."

El significado del lenguaje

Todo esto es bastante diferente de la situación que se da con él lenguaje. Normalmente no
oímos decir lo importante que es que los niños desarrollen "un sentido de las palabras" para com-

prender que las palabras tienen signiñcado o para desarrollar buenos conceptos de las palabras < Se
da por sentado que los niños entenderán qué es el lenguaje, y es mejor así porque ¿cómo podríamos

explicarles que las palabras tienen un significado y que los sonidos que las personas constantemente
emiten a su alrededor contienen cierto sentido? Los niños muestran esa percepción básica a los pocos

meses de nacer.

Los niños buscan el orden y el sentido en su experiencia y lo hallan, en el caso del lenguaje,

en la forma en que el habla se organiza y se usa. Encuentran las tres C - coherencia, consistencia y

31.- Es normal ?ibuir a tos mños un sentido de los números -e incluso a los animales- porque son capaces de discriminar entre dlfeien les cautidades-

Pero el hecho de que los pájams, chimpancés y niflos puedan disúnguir entre conjiuilos de 2, 3 y 4 objelos, e incluso mdicar que un conjunto es mds gran-
de que QbOi no significa que tengan uoción alguna de la numeridad, Simplemente sigmfica una sensibiLdad Iiacia d tamaño, la canddad o la magnitud.
Un problema es que es casi imposible para los adultos que saben conlar pensar en la canlidad sin pensar en los uúmeros, y es absolutBmente imposible
hablar con precisión de canddades sin usar los números. (Podemos hablar de gmpos pequeños y gmpoa grandes, pero eso no supone dislinguir entre gru-
pos de 2, 3 o 4). La palabra cantidad con frecuencia se toma como sinómmo de númem. Las invesugaciones que mdicnn que los animales y los nifloa
pueden disunguir diferentes caulidades nomialitienle les oLribuyen un senado iimnlo de los números cuando ]o más que puede decuse es que llenen un
sentido no numérico de la canliJad. STANISLAS DEHAENE se refiere con frecuencia a las cnntidades como "n-úmeros" eu una pubücnción sobre un esmdio

de invesügacián riculado Tlie Number Sense (1997) - aunque pone el mismo lénnmo enbre coimllas en el texlo e insiste en que él no cree que el cerebro
ccmlfinga una "unidad antméticü" piedeadnada a los números y a las malemáticas

HmrBNLoCHER, JORDÁN Y LEVINE (1994) mostraron que los niflos de 5 06 ofios pueden realizar sumas o resias simples o resolver problemas fáciles como
añada o quitar dos piedrccillns, Pero los nüios de 2 años pueden resolver problemas similares de fonnn no verbal, siu las destrezas convencionales para
el cálculo, por ejemplo, indicando e] número con-ecio de elementos cuando ven que se han afiudido o quicado dos elemenlos del grupo que previamenle
se les hab(a ensefiado y luego se les habta escondido Los njllos son cupuües de hacer eslo aproximadamente a los 2 años, pero el cílculo no verbal lo
hacen exactamenle 6 meses después, cuando empieza a aparecer el juego StlfibSlicci' (una cosa lepreseala Otfa).
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consenso - en los sonidos que las personas emiten y en cómo ellos responden cuando dichos sonidos

les son devueltos. El significado se da por hecho. Cualquier cosa que carezca de significado, que no

tenga sentido aparente, se ignora. La cuestión de la adquisición de un "sentido de las palabras o de

entender que las palabras tienen significado nunca se plantea.
No estoy diciendo que los niños no carezcan de la comprensión del significado de determina-

das palabras - por supuesto que les ocurre. Incluso los adultos en ocasiones dicen "¿ Qué significa

eso?" cuando les aparece una palabra que no les es familiar. Pero las afirmaciones sobre la compren-

sión délos números no se refieren a números concretos, como el 5,9o 11. No oiremos nunca a nadie

decir, "Me pregunto qué quiere decir quince", de la misma forma que se podría decir Me pregunto

qué significa cándalo". Por el contrario, la aseveración matemática sugiere que los que están apren-

diendo pudieran carecer de una comprensión general de los números, de la misma forma que puede un

individuo carecer de la comprensión de una sección de un código informáüco o de una secuencia del

genoma.

Una de las razones más importantes por las que el lenguaje y las matemáticas son diferentes

es la relación tan especial que las personas mantienen con este primero. El lenguaje se encuentra lite-

ralmente al final de nuestras terminaciones nerviosas. El significado del lenguaje es inseparable de la

forma en que percibimos los objetos, las categorías y las relaciones en el mundo. Los bebés cuando

buscan sentido a los sonidos que oyen a su alrededor, encuentran significado a partir de sus propios

sentimientos, de la relación con otras personas y de las experiencias en el mundo físico.
Pero el mundo de las matemáticas no está en la persona, ni en el mundo físico, sino que es un

mundo por sí mismo. Es en el mundo de las matemáticas donde hay que buscar el significado de los

números.

El significado de los números

Encontramos al menos tres cosas erróneas cuando decimos que los números son cantidades de

objetos:
1. La respuesta requiere una pregunta. Decir que 4 significa cuatro de algo es como decir que

rojo significa algo que es rojo (o de color rojo), o que húmedo significa algo que está húmedo. La res-

puesta no te dice nada; es circular - cuatro significa cuatro.
2. La respuesta está incompleta. Si un número tiene que representar una cantidad de algo, ¿qué

podría significar el número 742.984.347? Yo no conozco nada de lo que exista 742.984.347. Aún así,

742.984.347 es un número tan válido como cuatqmer otro, y con tanto significado como cualquier otro

número. No es necesario que piense en algo que aparezca 742.984.347 veces para poder hacer algo

con el número,
3. La respuesta es incorrecta. Incluso si el significado de 4 ñieran cuatro de algo, como un

puñado de lápices, ese no sería el significado de 4 en un sentido general. No es necesario que nos reñ-

ramos a cuatro de algo para confirmar que 3 x 4 = 12. Podemos calcular que 3 veces 4 hacen 12 y lo

podríamos hacer hasta en la luna sin tener ninguna canüdad de nada a nuestro alrededor. Los números

están separados de las cantidades. Cuantificar es algo que hacemos con los números, pero no es su sig-

nificado.
Tenemos que distinguir entre el significado de los números y su utilidad. Lo que hacemos con

los números es una cosa [como contar, comparar y calcular,] pero lo que son los números es otra muy

distinta. Es como la distinción entre la naturaleza de los ladrillos y sus usos. Los ladrillos se pueden

usar para todo tipo de edificaciones, y también con otros fines. Pero eso no es lo que son los ladrillos.
Los ladrillos son arcilla u otro material de un determinado tamaño, forma y consistencia. No importa

cómo se usen, o si se usan o no; siguen siendo ladrillos. ¿Qué tienen los números que los hace ser

números independientemente de cualquier uso que se les pueda dar?

La respuesta es que los números son relaciones. ¿Relaciones con qué? Con otros números. ¿No
es esto circular y completamente auto referencial? Sí. Eso es lo que caracteriza exactamente a los

números. Los números no obtienen su significado de nada que no sea de ellos mismos.

(En ocasiones los números ni siquiera se relacionan entre ellos, por ejemplo, cuando se usan

como etiquetas de identificación en las camisetas de los deportistas. Esos números carecen de propie-
dades matemáticas. Esta rareza se considerará en el capítulo siguiente).

La base del sistema numérico es muy simple; consiste en los dos conceptos de los que ya

hemos hablado en las cantinelas matemáücas - uno y más. Cada número tiene una magnitud. El resto

son relaciones. Uno es uno, dos es uno más que uno, tres es uno más que dos, y cuatro es uno más que

tres. Uno, dos, tres y cuatro son simplemente nombres que damos a los conceptos que tonstmimos (o
que otros han construido antes que nosotros), una cadena de "unos" reiterativos.

A partir de aquí podemos comenzar la elaboración. Cuatro no es solamente uno más que tres,

es dos más que dos. Además es dos veces dos, y uno menos que cinco. Seis es tres veces dos, la mitad

de doce, la raíz cuadrada de 36 y cualquier otra relación que podamos pensar de seis. El número
742.984.347, entre otras cosas, es tres veces 247.661,449.

Hasta ahora hemos cruzado el límite entre lenguaje y matemáücas, detrás del muro de cristal.
Estamos discutiendo sobre números, no sobre palabras. En el momento en que comencemos a cons-

tmir números sobre números y a examinar sus relaciones mutuas, habremos abandonado el lenguaje
natural y habremos entrado en el mundo de las matemáticas.

Los logros humanos más complejos se constmyen normalmente a partir de las ideas más sim-

pies. La idea de colocar un bloque de piedra sobre otro es algo muy primitivo, pero los rascacielos y
los puentes se han construido a partir de ese principio básico. ¿Qué podría haber más simple que una

rueda, una marca en un papel, una llama o una nota musical? Incluso la moderna tecnología electró-

nica, con sus elaboraciones extensas y laberínticas, no se compone más que de una simple apertura y

cierre de intemiptores en circuitos eléctricos.

Imaginemos un suministro infinito de bloques para la construcción. Con un bloque lo único

que se puede hacer es mirarlo. Con dos bloques, se puede poner uno encima del otro. Con tres, se

puede construir una pared, un puente o una torre. Cuanto más se examinen los bloques, más usos se

les pueden encontrar y más elaboradas serán las construcciones que se pueden realizar. Si otras per-

sonas están haciendo lo mismo, pronto se verá el horizonte repleto de construcciones de todo tipo, en

una variedad inñnita, más de lo que cualquier persona pudiera explorar o comprender, mientras que se

siguen encontrando nuevas formas de usar los bloques. Lo mismo ocurre con los números.

Lo mismo ocurre con la música. ¿Queremos ver qué se puede hacer con un bloque básico de
construcción de un sonido musical? Echemos un vistazo a todas las canciones y sinfonías del mundo.

Los números constituyen un sistema independiente. Pueden encontrarse en cualquier cosa

fuera de las matemáticas, digamos, en los conceptos de uno y más, pero a partir de ahí todo en las

matemáticas proviene de dentro de la gran superestructura de los números. No se puede uno salir del
sistema para traer otra cosa de ñiera, como un color o un tono musical - o un puñado de lápices. Una

vez que hemos determinado el significado de uno y de más de uno, hemos determinado todo el siste-

ma numérico y la base completa de las matemáticas. Por supuesto, no se conoce todo sobre las mate-

máticas - y se puede uno pasar la vida entera sin llegar a conseguirlo. Pero ya se tiene un poderoso

equipo de construcción y la herramienta básica para ampliar y explorar las diferentes cosas que se pue-
den hacer con los números. Al menos por un momento, estamos en la otra parte del muro de cristal.

La precisión de los números

El cálculo matemáüco puede ser muy preciso. No solamente sabemos que 3 es mayor que 2,

sino que la diferencia es exacta. Si aplicamos este razonamiento a los lápices o a lo que pagamos por
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consenso - en los sonidos que las personas emiten y en cómo ellos responden cuando dichos sonidos

les son devueltos. El significado se da por hecho. Cualquier cosa que carezca de significado, que no

tenga sentido aparente, se ignora. La cuestión de la adquisición de un "sentido de las palabras o de

entender que las palabras tienen significado nunca se plantea.
No estoy diciendo que los niños no carezcan de la comprensión del significado de determina-

das palabras - por supuesto que les ocurre. Incluso los adultos en ocasiones dicen "¿ Qué significa

eso?" cuando les aparece una palabra que no les es familiar. Pero las afirmaciones sobre la compren-

sión délos números no se refieren a números concretos, como el 5,9o 11. No oiremos nunca a nadie

decir, "Me pregunto qué quiere decir quince", de la misma forma que se podría decir Me pregunto

qué significa cándalo". Por el contrario, la aseveración matemática sugiere que los que están apren-

diendo pudieran carecer de una comprensión general de los números, de la misma forma que puede un

individuo carecer de la comprensión de una sección de un código informáüco o de una secuencia del

genoma.

Una de las razones más importantes por las que el lenguaje y las matemáticas son diferentes

es la relación tan especial que las personas mantienen con este primero. El lenguaje se encuentra lite-

ralmente al final de nuestras terminaciones nerviosas. El significado del lenguaje es inseparable de la

forma en que percibimos los objetos, las categorías y las relaciones en el mundo. Los bebés cuando

buscan sentido a los sonidos que oyen a su alrededor, encuentran significado a partir de sus propios

sentimientos, de la relación con otras personas y de las experiencias en el mundo físico.
Pero el mundo de las matemáticas no está en la persona, ni en el mundo físico, sino que es un

mundo por sí mismo. Es en el mundo de las matemáticas donde hay que buscar el significado de los

números.

El significado de los números

Encontramos al menos tres cosas erróneas cuando decimos que los números son cantidades de

objetos:
1. La respuesta requiere una pregunta. Decir que 4 significa cuatro de algo es como decir que

rojo significa algo que es rojo (o de color rojo), o que húmedo significa algo que está húmedo. La res-

puesta no te dice nada; es circular - cuatro significa cuatro.
2. La respuesta está incompleta. Si un número tiene que representar una cantidad de algo, ¿qué

podría significar el número 742.984.347? Yo no conozco nada de lo que exista 742.984.347. Aún así,

742.984.347 es un número tan válido como cuatqmer otro, y con tanto significado como cualquier otro

número. No es necesario que piense en algo que aparezca 742.984.347 veces para poder hacer algo

con el número,
3. La respuesta es incorrecta. Incluso si el significado de 4 ñieran cuatro de algo, como un

puñado de lápices, ese no sería el significado de 4 en un sentido general. No es necesario que nos reñ-

ramos a cuatro de algo para confirmar que 3 x 4 = 12. Podemos calcular que 3 veces 4 hacen 12 y lo

podríamos hacer hasta en la luna sin tener ninguna canüdad de nada a nuestro alrededor. Los números

están separados de las cantidades. Cuantificar es algo que hacemos con los números, pero no es su sig-

nificado.
Tenemos que distinguir entre el significado de los números y su utilidad. Lo que hacemos con

los números es una cosa [como contar, comparar y calcular,] pero lo que son los números es otra muy

distinta. Es como la distinción entre la naturaleza de los ladrillos y sus usos. Los ladrillos se pueden

usar para todo tipo de edificaciones, y también con otros fines. Pero eso no es lo que son los ladrillos.
Los ladrillos son arcilla u otro material de un determinado tamaño, forma y consistencia. No importa

cómo se usen, o si se usan o no; siguen siendo ladrillos. ¿Qué tienen los números que los hace ser

números independientemente de cualquier uso que se les pueda dar?

La respuesta es que los números son relaciones. ¿Relaciones con qué? Con otros números. ¿No
es esto circular y completamente auto referencial? Sí. Eso es lo que caracteriza exactamente a los

números. Los números no obtienen su significado de nada que no sea de ellos mismos.

(En ocasiones los números ni siquiera se relacionan entre ellos, por ejemplo, cuando se usan

como etiquetas de identificación en las camisetas de los deportistas. Esos números carecen de propie-
dades matemáticas. Esta rareza se considerará en el capítulo siguiente).

La base del sistema numérico es muy simple; consiste en los dos conceptos de los que ya

hemos hablado en las cantinelas matemáücas - uno y más. Cada número tiene una magnitud. El resto

son relaciones. Uno es uno, dos es uno más que uno, tres es uno más que dos, y cuatro es uno más que

tres. Uno, dos, tres y cuatro son simplemente nombres que damos a los conceptos que tonstmimos (o
que otros han construido antes que nosotros), una cadena de "unos" reiterativos.

A partir de aquí podemos comenzar la elaboración. Cuatro no es solamente uno más que tres,

es dos más que dos. Además es dos veces dos, y uno menos que cinco. Seis es tres veces dos, la mitad

de doce, la raíz cuadrada de 36 y cualquier otra relación que podamos pensar de seis. El número
742.984.347, entre otras cosas, es tres veces 247.661,449.

Hasta ahora hemos cruzado el límite entre lenguaje y matemáücas, detrás del muro de cristal.
Estamos discutiendo sobre números, no sobre palabras. En el momento en que comencemos a cons-

tmir números sobre números y a examinar sus relaciones mutuas, habremos abandonado el lenguaje
natural y habremos entrado en el mundo de las matemáticas.

Los logros humanos más complejos se constmyen normalmente a partir de las ideas más sim-

pies. La idea de colocar un bloque de piedra sobre otro es algo muy primitivo, pero los rascacielos y
los puentes se han construido a partir de ese principio básico. ¿Qué podría haber más simple que una

rueda, una marca en un papel, una llama o una nota musical? Incluso la moderna tecnología electró-

nica, con sus elaboraciones extensas y laberínticas, no se compone más que de una simple apertura y

cierre de intemiptores en circuitos eléctricos.

Imaginemos un suministro infinito de bloques para la construcción. Con un bloque lo único

que se puede hacer es mirarlo. Con dos bloques, se puede poner uno encima del otro. Con tres, se

puede construir una pared, un puente o una torre. Cuanto más se examinen los bloques, más usos se

les pueden encontrar y más elaboradas serán las construcciones que se pueden realizar. Si otras per-

sonas están haciendo lo mismo, pronto se verá el horizonte repleto de construcciones de todo tipo, en

una variedad inñnita, más de lo que cualquier persona pudiera explorar o comprender, mientras que se

siguen encontrando nuevas formas de usar los bloques. Lo mismo ocurre con los números.

Lo mismo ocurre con la música. ¿Queremos ver qué se puede hacer con un bloque básico de
construcción de un sonido musical? Echemos un vistazo a todas las canciones y sinfonías del mundo.

Los números constituyen un sistema independiente. Pueden encontrarse en cualquier cosa

fuera de las matemáticas, digamos, en los conceptos de uno y más, pero a partir de ahí todo en las

matemáticas proviene de dentro de la gran superestructura de los números. No se puede uno salir del
sistema para traer otra cosa de ñiera, como un color o un tono musical - o un puñado de lápices. Una

vez que hemos determinado el significado de uno y de más de uno, hemos determinado todo el siste-

ma numérico y la base completa de las matemáticas. Por supuesto, no se conoce todo sobre las mate-

máticas - y se puede uno pasar la vida entera sin llegar a conseguirlo. Pero ya se tiene un poderoso

equipo de construcción y la herramienta básica para ampliar y explorar las diferentes cosas que se pue-
den hacer con los números. Al menos por un momento, estamos en la otra parte del muro de cristal.

La precisión de los números

El cálculo matemáüco puede ser muy preciso. No solamente sabemos que 3 es mayor que 2,

sino que la diferencia es exacta. Si aplicamos este razonamiento a los lápices o a lo que pagamos por
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una bolsa de patatas, sabemos con exactitud de qué estamos hablando. Pero la capacidad para saber

con precisión lo que los números significan ñiera de las matemáticas se agota con rapidez.

Una cosa es comprender el significado matemático de enunciados como, un millón es mil

veces mayor que mil". Pero eso es un enunciado matemático. ¿Qué significa eso en el mundo en gene-

ral? - ¿un millón de algo - de euros, de hectáreas - signiñca algo además de una cifra muy alta, mucho
más alta que 2000 euros o 2000 hectáreas? ¿Qué significan para nosotros 2000 euros o 2000 hectáre-
as - o incluso 20 euros o 20 hectáreas - además de una relación entre números? ¿Tienen esos enun-

ciados algún senddo, aparte de lo que podemos saber de los números en sí?

¿Qué sentido le podemos sacar al enunciado de que hay aproximadamente 52 semanas en un
año o de 28 a 31 días en un mes? ¿Qué significan 28, 31 o 52, aparte del hecho de que son números?

¿Podemos trasladar los números de su mundo independiente (y por lo tanto, circular) y llevarlos al

mundo del lenguaje o al mundo físico, de una forma que los podamos comprender?

La respuesta a todas estas preguntas es que todos los números, además de un puñado de pala-
bras en una cantinela numérica, no significan nada en absoluto, excepto por su relación con otros

números. No podemos imaginar grandes cantidades, no con precisión. No podemos imaginar un
millón de nada - un millón de personas, un millón de lápices, un millón de euros -, si acaso saber que

son muchos (y solamente en determinadas circunstancias). No podemos imaginamos 500 de nada, no
digamos de 2000, así que ¿qué sentido tiene enunciar que un millón es mil veces mayor que mil? Esto
nos conduce a una situación extraña. Sabemos que el enunciado es correcto, pero no sabemos qué sig-

nifica. O mejor dicho, entendemos el enunciado en un sentido matemático, pero no en ningún otro sen-

ddo.

¿Qué tamaño tienen que tener los números para que tengan senüdo? Hasta cuatro puede ser
posible dar sentido a los números, o a las cantidades. Por encima de cuatro, los números no tienen sen-

tido, excepto en cuanto a otros números, y excepto por los enunciados muy generales que podemos

hacer sobre un número, que sea igual que, mayor que, o mucho mayor que otro.32 Algunos teóricos

dirían que cuatro es una cifra demasiado generosa - que tres, o quizás incluso dos, seria más apropia-

do.

¿De dónde conseguimos el cuatro? Cuatro es casi el límite de número de cosas que podemos

cuantificar de una ojeada - sin contar. Normalmente no tenemos problema alguno para decü- cuántos

pájaros hay en una valla, o cuánta gente hay en un grupo de discusión, si hay dos o tres. Cuatro es más

difícil y cinco es todo lo más que podemos decir, sin contar. A partir de ahí, todo son estimaciones
(como las estimaciones sobre el tamaño de una mulütud) - un procedimiento muy impreciso, incluso

entre individuos con experiencia en hacerlo. A veces podemos acertar si miramos alrededor de una

habitación y decimos que vemos seis personas. Pero normalmente nos equivocaremos. (Y en ocasio-

nes nos equivocaremos si pensamos que hay solamente cuatro o cinco, si indicamos que son suposi-

clones más que percepciones exactas).

El periodo numérico

Existe un nombre técnico que designa la capacidad que todos tenemos de identificar de un vis-

tazo cuántos objetos hay en un grupo pequeño. Se le llama repentización (subitizing), "percibir" cuán-

tos objetos hay sin contarlos; en otras palabras, sin usar las matemáticas. Los primeros estudios expe-
rimentales se llevaron a cabo a final del siglo XD( para detemúnar el tamaño de lo que se había lla-
mado "periodo numérico" (o "periodo de detención"). La respuesta fue siete como mucho y nunca de

32.- RDLAND Bumffis (1980) argumeiicn que ios números uo deuen sigiúficEdo en las historias, solamente en los contextos matemáticos. Pone el ejem-
pío del agence secreio James Bond que descuelga uno de SMS cuauo leléfouos que tiene sobre el escritorio Bardies dice que la palabra cuatro funciona
en la historia solamente como uji referente de "iecM^)gfa burocrática íiltameniedesarrollaíli¿\ No liabria diferencia alguna si hubiera habido cinco telé-
fonos o nueve; el nú[neio no Uene relevancia maiemáüca,

33,- WOODWOKTH y ScHLosBE&a (1954, p.94) y MANDLER y SHEBO (1982).
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forana consistente."

¿Cuántos puntos negros hay en esta línea?

¿Los podemos decir sin contarlos? Tratemos de echar un vistazo a un puñado de monedas o a

un montón de libros. Hasta un total de siete, en ocasiones se puede conseguir el total correcto de un

vistazo (en combinación con una buena intuición). Para estar seguros, tenemos que contar. Hemos

enhrado en el mundo de las matemáticas.

Las personas pueden equivocarse con cuatro o cinco objetos - pero no es frecuente - y pue-

den estar en lo cierto con un máximo de hasta quince objetos - pero tampoco es frecuente. Y en ese

caso solamente porque están adivinando o tratando de calcular de alguna otra manera. Se podría decir

que las personas que no están en disposición de contar comienzan a adivinar a partir de tres o cuatro
- y la probabilidad de acertar depende de cuántas altemaüvas haya. Teniendo pocas alternativas - cua-

tro o cinco - se acertará casi todas las veces. Si se tienen muchas alternativas - diez o más - casi todas

las veces la estimación será errónea.

La experiencia ayuda, pero solamente para engañar al sistema. Es una ventaja predisponer la
mente para ver parejas o tíos (triángulos). Y por supuesto, es de gran ayuda que los objetos estén dis-
puestos de una forma fácilmente reconocible, por ejemplo, en formaciones de tres o cuatro ángulos.

Por tanto, un resultado correcto es más una cuestión de cálculo, que entra a hurtadillas antes o después

del vistazo, que una percepción.
Los investigadores pueden siempre decir si una persona, en un experimento de repenüzación,

está contando - necesitan más tiempo para decir si está percibiendo cuatro, cinco, seis o siete objetos.
Otro apreciable descubrimiento experimental fue que el tiempo requerido para decir cuántos objetos

hay en grupo se mantiene constante hasta seis o siete objetos, por encima de los cuales el tiempo nece-

sano aumenta, lo que indica que se usa el recuento cuando se trata de grupos mayores de objetos. Pero

el resultado solamente es válido en el recuento. Para la estimación - mirar a un grupo de objetos y adi-

vinar cuántos hay - no se tarda más cuando se miran 200 que cuando se hace lo propio con 10.

Así pues, ¿cuál es la conexión entre el periodo numérico - una limitación visual - y el signi-

ñcado de los números? Lo que no podemos ver de una ojeada, no lo podemos visualizar ni imaginar.

Es difícil que comprendamos los números mayores de seis o siete - especialmente los números mucho

mayores - porque no podemos imaginar cantidades de esa magnitud. Podemos visualizar cinco coches

en un aparcamiento, pero no cincuenta ni 500, excepto como una masa. Incluso la diferencia enfre una

masa de cincuenta y una de 500 no es fácil de imaginar, excepto que sabemos que una masa es sus-

tancialmente mayor que la otra.
Podemos relacionar un determinado número de euros con algo práctico, por ejemplo, el upo

de coche que nos gustaría comprar algún día o el número de días que pasaríamos de vacaciones. Pero

lo que estamos haciendo aquí es reducir algo matemático a algo verbal, a un enunciado más que a una

expresión numérica. Decü' que determinada cantidad de dinero es suficiente para comprar 1.000 auto-

móviles, más que 900 o 1.100, dene muy poco sentido (excepto para una gran compañía que esté pen-

sando en comprar una flota de automóviles - e incluso en ese caso el significado seria suficiente ,

"insuficiente" o "demasiado ).

Esta es la razón por la que palabras como día, semana y mes son tan útiles. Es más fácü pen-

sar en cinco días que en 120 horas, pensar en cinco semanas que en 35 días y pensar en cuabro aííos

que en 48 meses o 208 semanas. Incluso pensar en el paso del üempo es mucho más cómodo si se hace

en términos de palabras con significado compacto que en términos de números desprovistos de pala-

bras.34

34,- Pueden darse algunas excepcioues. Las expresiones como 24 llora, 48 horas e üicluso 72 horas se lian establecido en el lenguaje diario como sm6-
Dimos de dfas, dos días, tres días Pero para que 48 horas hiviera sentido numérico, debería contrastar con periodos de 47 horas o 49 horas, no con 24 ni
con 72, y no encuentro circunstaucias en los que podria surgir dicho contraste. (¿Son estas conversiones de días a bons más cientfficBS, poseen más auto-

ndad o son una simple lisonja? Menciono esto porque he oído hace poco a un polílioo que aseguraba que habría dispuesta uno unidad de "emergencia'

con unas 96 horas de antelación.
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una bolsa de patatas, sabemos con exactitud de qué estamos hablando. Pero la capacidad para saber

con precisión lo que los números significan ñiera de las matemáticas se agota con rapidez.

Una cosa es comprender el significado matemático de enunciados como, un millón es mil

veces mayor que mil". Pero eso es un enunciado matemático. ¿Qué significa eso en el mundo en gene-

ral? - ¿un millón de algo - de euros, de hectáreas - signiñca algo además de una cifra muy alta, mucho
más alta que 2000 euros o 2000 hectáreas? ¿Qué significan para nosotros 2000 euros o 2000 hectáre-
as - o incluso 20 euros o 20 hectáreas - además de una relación entre números? ¿Tienen esos enun-

ciados algún senddo, aparte de lo que podemos saber de los números en sí?

¿Qué sentido le podemos sacar al enunciado de que hay aproximadamente 52 semanas en un
año o de 28 a 31 días en un mes? ¿Qué significan 28, 31 o 52, aparte del hecho de que son números?

¿Podemos trasladar los números de su mundo independiente (y por lo tanto, circular) y llevarlos al

mundo del lenguaje o al mundo físico, de una forma que los podamos comprender?

La respuesta a todas estas preguntas es que todos los números, además de un puñado de pala-
bras en una cantinela numérica, no significan nada en absoluto, excepto por su relación con otros

números. No podemos imaginar grandes cantidades, no con precisión. No podemos imaginar un
millón de nada - un millón de personas, un millón de lápices, un millón de euros -, si acaso saber que

son muchos (y solamente en determinadas circunstancias). No podemos imaginamos 500 de nada, no
digamos de 2000, así que ¿qué sentido tiene enunciar que un millón es mil veces mayor que mil? Esto
nos conduce a una situación extraña. Sabemos que el enunciado es correcto, pero no sabemos qué sig-

nifica. O mejor dicho, entendemos el enunciado en un sentido matemático, pero no en ningún otro sen-

ddo.

¿Qué tamaño tienen que tener los números para que tengan senüdo? Hasta cuatro puede ser
posible dar sentido a los números, o a las cantidades. Por encima de cuatro, los números no tienen sen-

tido, excepto en cuanto a otros números, y excepto por los enunciados muy generales que podemos

hacer sobre un número, que sea igual que, mayor que, o mucho mayor que otro.32 Algunos teóricos

dirían que cuatro es una cifra demasiado generosa - que tres, o quizás incluso dos, seria más apropia-

do.

¿De dónde conseguimos el cuatro? Cuatro es casi el límite de número de cosas que podemos

cuantificar de una ojeada - sin contar. Normalmente no tenemos problema alguno para decü- cuántos

pájaros hay en una valla, o cuánta gente hay en un grupo de discusión, si hay dos o tres. Cuatro es más

difícil y cinco es todo lo más que podemos decir, sin contar. A partir de ahí, todo son estimaciones
(como las estimaciones sobre el tamaño de una mulütud) - un procedimiento muy impreciso, incluso

entre individuos con experiencia en hacerlo. A veces podemos acertar si miramos alrededor de una

habitación y decimos que vemos seis personas. Pero normalmente nos equivocaremos. (Y en ocasio-

nes nos equivocaremos si pensamos que hay solamente cuatro o cinco, si indicamos que son suposi-

clones más que percepciones exactas).

El periodo numérico

Existe un nombre técnico que designa la capacidad que todos tenemos de identificar de un vis-

tazo cuántos objetos hay en un grupo pequeño. Se le llama repentización (subitizing), "percibir" cuán-

tos objetos hay sin contarlos; en otras palabras, sin usar las matemáticas. Los primeros estudios expe-
rimentales se llevaron a cabo a final del siglo XD( para detemúnar el tamaño de lo que se había lla-
mado "periodo numérico" (o "periodo de detención"). La respuesta fue siete como mucho y nunca de

32.- RDLAND Bumffis (1980) argumeiicn que ios números uo deuen sigiúficEdo en las historias, solamente en los contextos matemáticos. Pone el ejem-
pío del agence secreio James Bond que descuelga uno de SMS cuauo leléfouos que tiene sobre el escritorio Bardies dice que la palabra cuatro funciona
en la historia solamente como uji referente de "iecM^)gfa burocrática íiltameniedesarrollaíli¿\ No liabria diferencia alguna si hubiera habido cinco telé-
fonos o nueve; el nú[neio no Uene relevancia maiemáüca,

33,- WOODWOKTH y ScHLosBE&a (1954, p.94) y MANDLER y SHEBO (1982).
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forana consistente."

¿Cuántos puntos negros hay en esta línea?

¿Los podemos decir sin contarlos? Tratemos de echar un vistazo a un puñado de monedas o a

un montón de libros. Hasta un total de siete, en ocasiones se puede conseguir el total correcto de un

vistazo (en combinación con una buena intuición). Para estar seguros, tenemos que contar. Hemos

enhrado en el mundo de las matemáticas.

Las personas pueden equivocarse con cuatro o cinco objetos - pero no es frecuente - y pue-

den estar en lo cierto con un máximo de hasta quince objetos - pero tampoco es frecuente. Y en ese

caso solamente porque están adivinando o tratando de calcular de alguna otra manera. Se podría decir

que las personas que no están en disposición de contar comienzan a adivinar a partir de tres o cuatro
- y la probabilidad de acertar depende de cuántas altemaüvas haya. Teniendo pocas alternativas - cua-

tro o cinco - se acertará casi todas las veces. Si se tienen muchas alternativas - diez o más - casi todas

las veces la estimación será errónea.

La experiencia ayuda, pero solamente para engañar al sistema. Es una ventaja predisponer la
mente para ver parejas o tíos (triángulos). Y por supuesto, es de gran ayuda que los objetos estén dis-
puestos de una forma fácilmente reconocible, por ejemplo, en formaciones de tres o cuatro ángulos.

Por tanto, un resultado correcto es más una cuestión de cálculo, que entra a hurtadillas antes o después

del vistazo, que una percepción.
Los investigadores pueden siempre decir si una persona, en un experimento de repenüzación,

está contando - necesitan más tiempo para decir si está percibiendo cuatro, cinco, seis o siete objetos.
Otro apreciable descubrimiento experimental fue que el tiempo requerido para decir cuántos objetos

hay en grupo se mantiene constante hasta seis o siete objetos, por encima de los cuales el tiempo nece-

sano aumenta, lo que indica que se usa el recuento cuando se trata de grupos mayores de objetos. Pero

el resultado solamente es válido en el recuento. Para la estimación - mirar a un grupo de objetos y adi-

vinar cuántos hay - no se tarda más cuando se miran 200 que cuando se hace lo propio con 10.

Así pues, ¿cuál es la conexión entre el periodo numérico - una limitación visual - y el signi-

ñcado de los números? Lo que no podemos ver de una ojeada, no lo podemos visualizar ni imaginar.

Es difícil que comprendamos los números mayores de seis o siete - especialmente los números mucho

mayores - porque no podemos imaginar cantidades de esa magnitud. Podemos visualizar cinco coches

en un aparcamiento, pero no cincuenta ni 500, excepto como una masa. Incluso la diferencia enfre una

masa de cincuenta y una de 500 no es fácil de imaginar, excepto que sabemos que una masa es sus-

tancialmente mayor que la otra.
Podemos relacionar un determinado número de euros con algo práctico, por ejemplo, el upo

de coche que nos gustaría comprar algún día o el número de días que pasaríamos de vacaciones. Pero

lo que estamos haciendo aquí es reducir algo matemático a algo verbal, a un enunciado más que a una

expresión numérica. Decü' que determinada cantidad de dinero es suficiente para comprar 1.000 auto-

móviles, más que 900 o 1.100, dene muy poco sentido (excepto para una gran compañía que esté pen-

sando en comprar una flota de automóviles - e incluso en ese caso el significado seria suficiente ,

"insuficiente" o "demasiado ).

Esta es la razón por la que palabras como día, semana y mes son tan útiles. Es más fácü pen-

sar en cinco días que en 120 horas, pensar en cinco semanas que en 35 días y pensar en cuabro aííos

que en 48 meses o 208 semanas. Incluso pensar en el paso del üempo es mucho más cómodo si se hace

en términos de palabras con significado compacto que en términos de números desprovistos de pala-

bras.34

34,- Pueden darse algunas excepcioues. Las expresiones como 24 llora, 48 horas e üicluso 72 horas se lian establecido en el lenguaje diario como sm6-
Dimos de dfas, dos días, tres días Pero para que 48 horas hiviera sentido numérico, debería contrastar con periodos de 47 horas o 49 horas, no con 24 ni
con 72, y no encuentro circunstaucias en los que podria surgir dicho contraste. (¿Son estas conversiones de días a bons más cientfficBS, poseen más auto-

ndad o son una simple lisonja? Menciono esto porque he oído hace poco a un polílioo que aseguraba que habría dispuesta uno unidad de "emergencia'

con unas 96 horas de antelación.
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La falta de sentido de los números largos

No estoy diciendo que los números largos carezcan de sentido, pero sí que aparte de las dis-
tinciones básicas como más" y "menos", su único significado se encuentra dentro del sistema mate-

mático. Y he dedicado bastante üempo a este punto porque a veces se ha dicho que las personas tie-

nen un sentido inadecuado de los números o que carecen de importantes "destrezas numéricas" por-

que no comprenden de verdad'1 la diferencia, digamos, entre un billón y un millón, porque reaccio-

nan de igual manera si un político les informa de que un proyecto en particular costará cinco millones

de euros como si les informa de que cuesta cinco billones de euros.

Creo que es cierto, pero no creo que la ignorancia matemática sea la causa ni que la forma-

ción matemática sea la solución. Los números como cinco millones o cinco billones son incompren-

sibles. Como magnitudes son incomprensibles. Son literalmente inimaginables. Aparte del hecho de

que cinco billones es mucho más que cinco millones, no hay mucho más que decir sobre ellos fuera
de las matemáticas - si acaso que cinco billones es mil veces mayor que cinco millones.35 Y no sola-

mente son cinco millones tan inimaginables como cinco billones, igualmente lo es un millar.

Podría suponer una ayuda si dividimos los números largos en cantidades más pequeñas. Si
tomamos 250.000.000 como el número aproximado de habitantes de los Estados Unidos, entonces el

presupuesto de un millón de dólares seria equivalente a 4 dólares por hombre, mujer y niño del país.
Podría ser útil la idea de la porción del pastel, pero no nos dice mucho sobre el tamaño del pastel en

total, especialmente cuando hay 250.000.000 porciones.

Esto no significa que las personas no puedan comunicar mejor la magnitud de los números lar-
gos, o entenderlos. La forma de hacerlo es a través de analogías. Decir que cinco biUones es una balle-

na en comparación con un atún que es cinco millones es una metáfora razonablemente gráfica (siem-

pre y cuando uno no sea muy quisquilloso y pregunte si lo que se está comparando es la longitud, el
volumen o el peso de la ballena y del atún). Si el brasaüántico Queen Mary, fondeado en Long Beach,

California, se colocara en posición vertical, sería tan alto como el Empire State Building de Nueva

York, ¿Pero qué significa el peso del Empire State Building para nosotros, matemáticamente hablan-

do? Dichas analogías son muy comentes en la astronomía popular - si la tierra fuera un balón de
baloncesto en la ciudad de Nueva York, la luna sería una pelota de béisbol a cinco kilómetros y el sol

una cúpula con el tamaño de un apartamento en la otra parte de Washington, DC. Estas analogías case-

ras no nos ayudan a comprender los números largos; nos permiten evitarlos, nos permuten permanecer

cómodamente en el mundo físico al otro lado del muro de cristal.
Desde uno" y "más" - con la precisión de "exactamente uno más" - se puede construir el sis-

tema numérico completo, infinito en formas infinitas, un mundo a su manera. Esto no se podría reali-

zar sin la creatividad humana. Son necesarias las tecnologías - una tecnología para nombrar con eco-

nomía las secuencias numéricas infinitas, una tecnología que haga visibles los números de forma pro-

ductiva y sistemática, una tecnología que lleve a cabo todo tipo de operaciones sobre y con los núme-

ros.

El cerebro humano estableció las primeras relaciones importantes de "uno" y "más", pero a

continuación los números por sí mismos comenzaron a imponer sus demandas por lo que las personas

tuvieron que crear las inevitables tecnologías, ideando formas de crear y explorar todas las relaciones

dentro del sistema numérico, y de explotarlas con fines útiles. Las matemáticas y las personas se pres-
tan servicio unas a otras.

35.- Euel sistema de medidas de Norte América, los billones corresponden a mil millones (1 seguido de 9 ceros). En el Reino Unido, Francia y Alemania,
un billón es mil veces m&s grande, un millón de milloues (I seguido de 12 ceros)- al billón europeo se le llama trillan en Norte América (mil billones
norteamericanos, o lo que es lo mismo un 1 seguido de 12 ceros), mientras que un liilltín europeo es un millón de billones europeos (1 seguido de 18
ceros). Tales discrepancias en cuanto a temuuología enlre los principales países, cuando todo lo demás ya eslá "esíandaríwdif' se puede explicnr sola-
menle si esLas enormes cifras carecen de seutido, incluso para las persouas que tas estáu usaudo. Cuando los números se escriben con propósitos mate-

matices, que es cuando únícnmenle el significado exacto ünporta, no cxisie coiiñisión compuiacional, solameule mi tDtal alejamiento de la realidad dia-

na. En este libro, se respetan las convencioues aorteamericanas para los trillones y los millones, como si no tuviera mucha importuicia.
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CAPÍTULO 5

Los números (I): Los nombres

El verbo "contar" tiene dos significados diferenciados pero igualmente significativos en la len-

gua inglesa. Uno de los significados de contar significa recitar - recapitular en voz alta canünelas

numéricas familiares:

Uno. dos. tres. cuatro, cinco, seis, siete, ocho, nueve, diez.

He llamado a esto cantinela porque los niños normalmente se familiarizan con los números a
modo de cancioncilla sin ninguna utilidad obvia (al igual que recitar el alfabeto carece de sentido para

un niño con ninguna comprensión de la lectura y de la escritura). Los niños que pueden contar con una

cancioncilla se familiarizan con los nombres de los números y con su orden, pero no necesariamente

con sus usos. Pero lo que ellos muestran con respecto al orden es importante. El orden invariable es

esencial en las matemáticas, aunque para los niños es simplemente el modo de aprender una canción
o una cantinela. Saben que deben fastidiarse con las letras. No es más "correcto" decir "uno, tres, dos

que lo sería "a, c, b" o "miUkituli, lapotinga, lapotángala se fue la ética poética sinfónica milikituli no

sabía lo que hacía, se fue a bailar el ye ye ye ye ye
La simple cantinela que los niños aprenden a recitar por primera vez, y que todo el mundo da

por sentado, es el comienzo de la solución de un problema que persiguió a nuestros ancestros durante

milenios - encontrar un modo eficaz y conveniente de hallar nombres para los números. El otro sig-

nificado principal del verbo contar es llevar la cuenta, o cuantificar, usar los números para determmar
el total de algo. Este es el significado de la palabra cuando hablamos de contar nuestro cambio o el

número de pájaros que hay en una valla. Contar en este sentido es un acto matemático, que yo consi-

deraré en detalle en el capítulo 7. El sistema de cuantificación será el tema del presente capitulo.

Cálculo sin números

Al principio - según la mitología matemática - se llevaban las cuentas sm números, se razo-

naban los totales antes del desarrollo del cálculo. Ese upo de recuento es un aspecto de las protoma-

temáticas, la zona gris entre el lenguaje y las matemáticas, y un punto de partida para muchos niños.3

36- Incluso los limos pequeños respondeu n la diferendu entre dos o tres objetos o sonidos. Muestran sorpresa si üueutunmás,ome"osdelo1uese¿es

)u ]itíchoesperai-a(DEHAENE, 1997, cupfLulo 2). Pero es probabltí que eslén esdjnando mSí que conuir, respandienclo u la cualidad del ntímero, no al núme-

1 Ü CU Si.
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1 Ü CU Si.
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La arquetípica fábula de llevar cuentas tiene que ver con un pastor que mete una piedrecilla en el

zurrón cada vez que saca una oveja al prado por la mañana y saca una piedra cada vez que una oveja
vuelve al redil por la noche. Si quedan piedras en el zun-ón es que faltan ovejas. Si no queda piedra

alguna, es que están todas las ovejas. Si hay más ovejas que piedras, una oveja descarriada que vaga-

ba se ha unido al rebaño o se ha cometido algún error.
Existe un considerable logro intelectual en esta simple actividad. A pesar de la obvia disimili-

tud, se da por hecho que en cierto sentido cada piedra equivale a una oveja. Una piedra" 'representa

una oveja. Es más fácil alinear piedras en filas que ovejas, y es más fácil comparar montones de pie-

dras que montones de ovejas. Pero eso no es matemáücas. No existen números con los que describir

conjuntos de piedras.
Las matemáücas llegaron cuando hubo conciencia de que el número (con el significado de

total) de piedras era igual al número (total) de ovejas, una percepción para la que era necesario que

estuviera establecido el sistema de cálculo. Las matemáticas descansan no en la relación entre piedras

y ovejas, sino en la relación entre piedras (u ovejas, o cualquier otra cosa) y el número. Han tenido que
pasar muchos siglos para que los descendientes de aquel apócrifo pastor reordenador de piedras tuvie-

ran un sistema de números que pudiera mediar entre los montones de piedras y los rebaños de ovejas.

O antes de que se pudiera usar un sistema de números para obtener un control intelectual del tiempo,

del espacio y de otros innumerables aspectos de la experiencia humana.

Se han propuesto muchos otros escenarios en los que se pueden haber desarrollado los recuen-

tos sin números además del mencionado con el pastor que contempla sus rebaños, como es el monar-

ca que calcula el tamaño de sus armadas, los mercaderes que canjean grano o especias, los granjeros

que esperan una inundación o la cosecha y los marinos que registran la duración de un viaje. Por

supuesto, todo es una fantasía. Nadie lo sabe en realidad.
El recuento probablemente surgió de diferentes maneras en diferentes lugares y en diferentes

épocas, paso a paso más que a pasos agigantados, como un "siguiente paso" lógico e inevitable en el
desarrollo humano que vino con la organización social, con las actividades planificadas como la caza,

el comercio o la guerra, y con las tecnologías implicadas en construcciones a gran escala y proyectos

agrícolas.
Los ejemplos concretos más tempranos de lo que podría ser un sistema de recuento son peque-

ñas piezas de hueso de animal grabados con muescas, normalmente interpretados como el registro que

los cazadores hacían de sus presas. Pero es difícil ver el valor de dicho recuento. No tendría sentido

alguno mostrar el hueso a otra persona y decir, "Estos son los bisantes que he matado esta tempora-

da", antes de que existiera el concepto de número. Ni siquiera habrían sido capaces los cazadores de

comparar las muescas de un hueso con las del hueso de otro cazador o de otra época, más allá de la

mera observación de que las muescas resultaban "parecer" más, menos o las mismas.

Lo que le faltaba al pastor o al cazador - y lo que le falta al sistema de recuento - es un méto-

do de cálculo. Estaban lejos de darse cuenta de que siete piedras como un total podían representar un

total de siete ovejas, porque carecían de una palabra "siete", y ningún significado que aplicarle a la

palabra. Todavía no existía el concepto de número.

Comparar recuentos

Los pastores probablemente no estaban saüsfechos por no poder asegurar que sus ovejas vol-
vieran al redil cada noche. Deberían de haber comparado el tamaño de su rebaño con el de sus veci-

nos, o con el número de ovejas que tenían al principio de la estación.
Una manera simple de realizar este juicio sería comparar montones de piedrecillas para decir

"Tengo más piedrecillas que tu, por lo tanto, tengo mas ovejas que tu". Si los pastores pudieran com-

parar sus piedras con un rebaño de ovejas, las podrían comparar con otros montones de piedras.
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Dichas comparaciones se harían en base a un atributo visual familiar, el tamaño relativo de un

montón. Es probable que los pastores ya estuvieran haciendo juicios sobre más grande, más pequeño

o igual en otras circunstancias. Ni siquiera estarían haciendo nada original si pusieran los montones

de piedras en sus manos y compararan sus pesos relativos. Incluso es probable que usaran un témüno
como más en el sentido de masa - como en "Tiene más gachas que yo". Todavía no estaban ope-

rando con el concepto numérico de más (o menos, orlo mismo).

Una desventaja similar se podría aplicar al siguiente hipotéüco avance tecnológico, que era

que los pastores alinearan en filas sus colecciones individuales de piedras, para comparar la longitud
de dichas filas. La idea de poner las piedrecillas en una fila podría haber provenido del uso del palitos

para contar, similares a los huesos de los cazadores, donde los objetos o los acontecimientos estarían
representados por una línea de muescas.

Las filas de piedras o de muescas pueden ser una ayuda visual útil para comparar totales, pero

continúan sin ser un elemento matemático. Si mi fila de piedras tiene mayor longitud que tu fila, enton-

ees debo suponer que tengo más ovejas que tu. Y puede que esté equivocado. Las piedras deben man-

tener una separación igual. Extender una fila separando las piedras no aumenta el total de piedras o de

ovejas. Para comparar dos filas, las piedras de cada fila deben estar emparejadas. Lo que importa es el
número de piedras, una idea matemática.

Esto es algo que los niños no comprenden instintivamente. Conocidas demostraciones realiza-
das por el psicólogo Jean Piaget indicaron que los niños normalmente creen que cuatro caramelos

colocados muy separados son "más" que cinco caramelos colocados más juntos, que
v v v v
son mas que

wvvv
esto no es porque los niños no "puedan" - no es necesario saber contar para emparejar cara-

melos -; es porque estos niños todavía no han adquirido el concepto de número. Pueden ver "más" en

términos de tamaño, pero no en términos de cantidad. Comprenden el concepto "cuánto", pero no
cuántos ' .

De las piedrecillas a las cuentas

Existe en inglés y en muchas otras lenguas un recuerdo permanente del papel tan significativo
que desempeñaron las piedrecillas en el desarrollo de las matemáticas. La palabra griega para desig-

nar una piedra pequeña es calculus. Por supuesto, la palabra sobrevive como el nombre de un método
sofisticado de análisis numéhco (calculus) y es la raíz de la palabra calcular.

Las piedrecülas ya no se usan como elementos de computación, pero es probable que dieran
origen a la tecnología del abaco, que pronto se convirtió en universal y continúa usándose hoy día. En

vez de colocarse en el suelo, las piedrecUlas se colocaron en ranuras en pequeños bloques de piedra.
La palabra griega abacos significa bloque de piedra. Las ranuras en la piedra del dispositivo para con-
tai fueron posteriormente reemplazadas por varillas de alambre, que se colocaron dentro de un marco

de madera que pudiera transportarse con facilidad, como una calculadora electrónica de bolsillo.

(Fig.5.1)

37,- Mucbo se ha aigumentacio sobre la razón por IB que ios nifios lienea dificuliad con los problemas de conservación de los números" de Piagec, cen-
ttándose en ]a poca familiaridad del lenguaje y del entorno enperijnenial. Para más mfonnacióu, ver HUCHES (19B6, capítulo 2), BEILIN (1976) y
DONALDSON(1978).
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Al abaco y a las ranuras en la arena o en la piedra de las que éste se derivó se les refiere en

ocasiones como los marcos de contar. Pero el término es inapropiado. El abaco apenas se usa para con-

tar, en el sentido de llevar la cuenta del total de algo, aunque es cierto que contribuyó crucialmente a]

desarrollo de un sistema numérico eficaz. Mucho más importante en la práctica, hasta nuestros días,

fue la función del abaco como marco para calcular, para manipular números.
La palabra número tiene al menos tres significados:

1. se puede referir a palabras habladas, como cuando decimos "uno, dos, tres" o "quinientos

setenta y seis".

2. se puede referir a los numerales escritos, como cuando escribimos 1, 2, 3 o 576,

3. se puede referir a un sistema abstracto de ideas (o conceptos), por ejemplo cuando pensa-
mos en 3 (en oposición a tres ovejas"), "576" o 3 veces 192 son 576"

Inventar las palabras habladas y los numerales escritos (significados 1 y 2 antes mencionados)

eran problemas tecnológicos específicos, que requerfan cada uno de ellos una solución inventiva. Pero

comprender el número como un sistema abstracto (significado 3) suponía un problema conceptual pro-

fundo, que requería nuevos modos de pensamieTito.

El primer gran concepto tenía que ser que había una cosa que era el número, que hacía que
tuviera sentido pensar y hablar de cantidades matemáticas más que de propiedades físicas como tama-

ño, peso o masa. ¿Pero cómo pensar en cantidades sin un sistema numérico? Ese era el gran reto, como

mínimo. Y la respuesta fue; poco a poco. La verdadera idea del número no se le ocumó a una sola per-

sana, o en un solo momento.

El nacimiento de los números

El lenguaje hablado tenía ya palabras para "uno" - con el significado de un solo objeto - y

para "más de uno" (o "muchos"). En muchas lenguas, el artículo indefinido "un una" es la misma pala-

bra que se usa para "uno'" (número cardinal). Y muchos términos matemáticos todavía persisten, por

ejemplo "algunos", "pocos" y "varios". Lo que las matemáticas necesitaban era la idea de organizar

una serie de más de uno" de un modo sistemático e idenüfícar cada elemento sucesivo de la señe con

un nombre distintivo.

El primer y cmcial paso era dar un nombre distintivo a más de uno". En el momento en que

a uno y uno se les llamó "dos", este término se consideró una entidad independiente. (Las lenguas en

ocasiones reconocen dos como una unidad conceptual independiente fuera de las matemáticas - de la

forma que en inglés o en español se habla de un par o de una pareja).
A continuación la idea de un sistema numérico se habría consolidado dándole un nombre dis-

tintivo a uno más de dos • , que por supuesto se le llamó tres .

Conforme los números fueron nombrados, se pudieron realizar enunciados sobre dios inde-

pendientemente de los objetos a los que se aplicaran. Uno más de tres se convirtió en cuatro, y uno

más de cuatro se convirtió en cinco, consistentemente y sin posibilidad de duda, tanto si estaban impli-

cadas o no las ovejas. Los números se convirtieron en cosas sobre las que las personas podían hablar,

Se había descubierto el mundo de los números, y las maEemáticas se separaban del lenguaje

natura] y del mundo físico. Cualquiera que no entendiera esto permanecería fuera, mirando al muro de

cristal.

La diferencia entre tamaño y orden

No era necesario que el primer avance conceptual llegara con los números que se usaban en el
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sentido de recuento (uno, dos, tres...). Podría haber llegado con los números que indicaban orden en
una secuencia (primero, segundo, tercero,..).Las palabras para tlprímero" y "siguiente" podrían haber

existido en el lenguaje diario. Con la perspectiva matemática, el siguiente al primero se convirtió en el
"segundo , y el siguiente al segundo se convirtió en el "íercero", y así sucesivamente.

Los números para contar se conocen técnicamente como cardinales - refiriéndose a "tamaño"

- y los números secuenciales como ordinales - refiriéndose a "orden". Puesto que se usan los mismos

números tanto para propósitos cardinales como ordinales en las matemáticas escritas, la terminología

técnica apenas se usa en la vida diaria y no se convertirá en punto importante en este libro. Pero sí se

debería reconocer que los números tienen estas dos funciones distintivas y que la capacidad del que

aprende para usar los números en un modo no supone capacidad para usarlos en el otro.
Para poder contar, en el sentido de alcanzar un total, es necesario comprender tanto lo cardi-

nal como lo ordinal. Para contar objetos, siete piedras o siete ovejas, cada una debe ser contada una y

solamente una vez, usando los números en su orden correcto - uno, dos, tres.. .. con el significado de

primero, segundo, tercero... (uso ordínal de los números) - usando el número final (en este caso, siete)

reconocido como el total, con el sentido cardinal de la palabra.

Existe una tendencia universal a asumir - a menudo erróneamente - que si una palabra existe,

entonces aqueUo a lo que se refiere debe tener existencia. Por ejemplo, si es posible referirse a una per-
sona justa o alegre o inteligente, entonces algo llamado justicia, felicidad o inteligencia debe también
existir, cuya naturaleza verdadera" debe determinarse a través de la investigación, la reflexión o la

argumentación. El impulso de "materializar" hapersisüdo a través del tiempo en muchas controver-

sias filosóficas y doctrinales poco fructíferas y todavía hoy continúa.

La inclinación a considerar la primera y segunda piedras de un surco (o las ovejas en el campo)
como que üenen la propiedad de "uno" o de "dos" o de "primero" o de "segundo" permite que nazca

la idea de que los números tienen existencia independiente, que esperan a ser nombrados y usados, sin

estar necesariamente unidos a ningún objeto o relación en particular dentro del mundo físico. Los

números podían examinarse como objetos de derecho y en relación con ellos se podían hacer descu-
brimientos útiles o dignos de mención. La filosofía ha creado un enorme rompecabezas de todo ello,

y mantiene un debate sin fin sobre si los números constituyen una realidad por sí mismos, indepen-

dientemente de cualquier función matemática. Pero estos debates siempre inciertos no han evitado la
elaboración prolífica del sistema numérico.

La idea de dar nombre a los números fue el primer paso necesario en el avance hacia unas

matemáticas coherentes, pero se requerían dos avances técnicos antes de que las matemáticas pudie-

ran considerarse algo preciso y controlable. Los números - en abstracto - son infinitos, y lo mismo

ocurre con sus potenciales nombres y formas, pero la memoria humana tiene límites. Los avances

necesarios son:

1. una forma sistemáüca de identificar los números de modo que los nombres nuevos no ten-

gan que ser ideados y recordados continuamente. (Imaginemos tener que recordar un nombre ánico y

específico para cada número que nos podamos encontrar, al igual que las personas a las que conoce-

mos tienen sus propios nombres).
2. una forma escrita eficaz para los números de forma que las situaciones numéricas se pue-

dan registrar y comunicar, para poder llevar a cabo operaciones complejas con números, haciendo que
el cálculo sea posible.

Dar nombres ñie un problema para la lengua hablada y su representación, un problema para la

37.- La posible prioridad histórica del sisiema oidinal puede iudicaise por d hecho dequela lengua mglesa (aunque no todas Las lenguas) denc palabras
ÚUCBS para "priwiero"(fiist) y "íesum/o"(second) que no se denvan de sus coTTespondienles caidiuales "uníi"(one) y "dos"(twa}. "Ten:ero"(chud) se
eucuentra en una categoría intennedifl, y a partir de ahí los oidinales en inglés se fonnnn afiadiendo a los ceriinales IB terminación "ih" - foimh,
fifth.-.Una dependencia similar hBllamos en los adverbios ingleses que se refieren a números de ocasiones o acoutecimientos. Existen palabras únicas
para designar muí fe;" (once), "áoi feceí" (cwice) e incluso (reí veces" (Ihrice), en vez de usarlas dos palflbrns "una-ve;",-.pero a oonunuBción el sis-

cema cardiual lo asume otra vez - cuatro veces, cinco veces, seis veces, .ttiee mil veces. Para un anulisis más detallado de las formas Imgüísticas dislin-

(ivas de Los numeras pequeños, vcrHiu-foid (1987).
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una secuencia (primero, segundo, tercero,..).Las palabras para tlprímero" y "siguiente" podrían haber

existido en el lenguaje diario. Con la perspectiva matemática, el siguiente al primero se convirtió en el
"segundo , y el siguiente al segundo se convirtió en el "íercero", y así sucesivamente.

Los números para contar se conocen técnicamente como cardinales - refiriéndose a "tamaño"

- y los números secuenciales como ordinales - refiriéndose a "orden". Puesto que se usan los mismos

números tanto para propósitos cardinales como ordinales en las matemáticas escritas, la terminología

técnica apenas se usa en la vida diaria y no se convertirá en punto importante en este libro. Pero sí se

debería reconocer que los números tienen estas dos funciones distintivas y que la capacidad del que

aprende para usar los números en un modo no supone capacidad para usarlos en el otro.
Para poder contar, en el sentido de alcanzar un total, es necesario comprender tanto lo cardi-

nal como lo ordinal. Para contar objetos, siete piedras o siete ovejas, cada una debe ser contada una y

solamente una vez, usando los números en su orden correcto - uno, dos, tres.. .. con el significado de

primero, segundo, tercero... (uso ordínal de los números) - usando el número final (en este caso, siete)

reconocido como el total, con el sentido cardinal de la palabra.

Existe una tendencia universal a asumir - a menudo erróneamente - que si una palabra existe,

entonces aqueUo a lo que se refiere debe tener existencia. Por ejemplo, si es posible referirse a una per-
sona justa o alegre o inteligente, entonces algo llamado justicia, felicidad o inteligencia debe también
existir, cuya naturaleza verdadera" debe determinarse a través de la investigación, la reflexión o la

argumentación. El impulso de "materializar" hapersisüdo a través del tiempo en muchas controver-

sias filosóficas y doctrinales poco fructíferas y todavía hoy continúa.

La inclinación a considerar la primera y segunda piedras de un surco (o las ovejas en el campo)
como que üenen la propiedad de "uno" o de "dos" o de "primero" o de "segundo" permite que nazca

la idea de que los números tienen existencia independiente, que esperan a ser nombrados y usados, sin

estar necesariamente unidos a ningún objeto o relación en particular dentro del mundo físico. Los

números podían examinarse como objetos de derecho y en relación con ellos se podían hacer descu-
brimientos útiles o dignos de mención. La filosofía ha creado un enorme rompecabezas de todo ello,

y mantiene un debate sin fin sobre si los números constituyen una realidad por sí mismos, indepen-

dientemente de cualquier función matemática. Pero estos debates siempre inciertos no han evitado la
elaboración prolífica del sistema numérico.

La idea de dar nombre a los números fue el primer paso necesario en el avance hacia unas

matemáticas coherentes, pero se requerían dos avances técnicos antes de que las matemáticas pudie-

ran considerarse algo preciso y controlable. Los números - en abstracto - son infinitos, y lo mismo

ocurre con sus potenciales nombres y formas, pero la memoria humana tiene límites. Los avances

necesarios son:

1. una forma sistemáüca de identificar los números de modo que los nombres nuevos no ten-

gan que ser ideados y recordados continuamente. (Imaginemos tener que recordar un nombre ánico y

específico para cada número que nos podamos encontrar, al igual que las personas a las que conoce-

mos tienen sus propios nombres).
2. una forma escrita eficaz para los números de forma que las situaciones numéricas se pue-

dan registrar y comunicar, para poder llevar a cabo operaciones complejas con números, haciendo que
el cálculo sea posible.

Dar nombres ñie un problema para la lengua hablada y su representación, un problema para la

37.- La posible prioridad histórica del sisiema oidinal puede iudicaise por d hecho dequela lengua mglesa (aunque no todas Las lenguas) denc palabras
ÚUCBS para "priwiero"(fiist) y "íesum/o"(second) que no se denvan de sus coTTespondienles caidiuales "uníi"(one) y "dos"(twa}. "Ten:ero"(chud) se
eucuentra en una categoría intennedifl, y a partir de ahí los oidinales en inglés se fonnnn afiadiendo a los ceriinales IB terminación "ih" - foimh,
fifth.-.Una dependencia similar hBllamos en los adverbios ingleses que se refieren a números de ocasiones o acoutecimientos. Existen palabras únicas
para designar muí fe;" (once), "áoi feceí" (cwice) e incluso (reí veces" (Ihrice), en vez de usarlas dos palflbrns "una-ve;",-.pero a oonunuBción el sis-

cema cardiual lo asume otra vez - cuatro veces, cinco veces, seis veces, .ttiee mil veces. Para un anulisis más detallado de las formas Imgüísticas dislin-

(ivas de Los numeras pequeños, vcrHiu-foid (1987).
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lengua escrita. Damos por hecho que el modo en que decimos los números - dieciséis • , cincuenta
y nueve", "ciento siete" - se refleja fielmente en cómo se escriben - 16, 59, 107. Pero los números

hablados y escritos son sistemas relativamente distintos, como veremos en el próximo capítulo.

SOLUCIONES A MANO

La necesidad del lenguaje hablado era encontrar una sucesión de nombres para "uno", "más

de uno ", "más de uno y uno", etc., que fueran fáciles de comprender, manipular y recordar.

La primera tecnología para contar la teníamos literalmente en la mano. Se trataba de la utili-

dad aritmética de los dedos. El recuento probablemente se hizo con los dedos mucho antes de que se

emplearan los palitos o las piedrecillas. Con frecuencia, los niños comienzan a contar y a calcular

usando los dedos, y la palabra que usamos para los números individuales - dígitos - se relaciona con

el uso de los dedos para contar. Los dedos ñieron los ordenadores digitales primigenios, y los prime-

ros nombres que se le dieron a los números provenían de las partes del cuerpo.
La idea de contar y de comunicar cantidades a través del uso de las distintas partes del cuerpo

parece que es algo universal. A veces el ámbito alcanza una mano, a veces las dos, con o sin la inclu-

sión de los pulgares. Muchos grupos humanos no se pararon aquí y continuaron con los dedos de los

pies, las muñecas, los codos, los hombros, los tobillos y otras partes del cuerpo. Creían que los núme-

ros podrían indicarse por medio de las partes del cuerpo.
Los dedos inspiraron el nombre de diferentes números, dependiendo de qué dedos se usaran.

También pudieron demostrar que dar nombre a los números o numerar objetos era algo secuencial, en

un orden tan ñjo como la progresión de los dedos en la mano. Los nombres de las partes más rele-

vantes del cuerpo se podían recitar sistemáticamente, de una forma ritual - el origen de la cantinela de

los números.

El sistema base

El método de los dedos y las manos fue la base para el siguiente avance - que los números se

podían agrupar y dichos grupos podían nombrarse y contarse. En vez de "cinco dedos" se puede decir

"una mano". En vez de tener que idear y recordar un nombre único para veinticinco, uno se podía refe-

rir a cinco cincos, o cinco manos o un puñado de manos. La referencia a los cinco dedos como una

mano" o a. los diez dedos como "dos manos" debe haber sido la precursora de la tecnología de rea-

gmpamiento de los números en decenas, centenas, mÜlaies, etc., una inspiración importantísima que
hizo posible tanto la expresión de números infinitamente largos y la productividad y conveniencia del

cálculo matemáüco.
A la reagrupación de los números en un modo jerárquico se le conoce como sistema base. Y

al tamaño del grupo se le conoce como la base. Nuestro método convencional de cálculo con gmpos

sucesivos de decenas se le conoce como el sistema de "base 10 .
En vez de seguir con los problemas representacionales y de memoria que suponía encontrar

nombres únicos para cada número (y quedarse sin partes del cuerpo), fue posible usar un grupo bási-
co de números una y otra vez. En un sistema de base 5 (una mano), diecisiete corresponde a tres manos

y dos dedos. Se podía contar hasta veinticinco - un puñado de manos - o incluso hasta ciento veinti-

cinco - un puñado de puñados de manos - sin tener que memorizar más de cinco nombres (uno, dos,

tres, cuatro dedos y una mano).

Por supuesto, se podía seguir con puñados de puñados, pero entonces volvían a surgir los pro-
blemas de memoria y de complejidad. La alternativa - y esto fue otro avance tecnológico que llevó a

las diferentes culturas muchos siglos adoptarlo - fue emplear un cálculo de dos manos completas
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como base, y a continuación darle nombres distintivos a los grupos, y a los grupos de grupos.

Así pues, a los números de uno a diez se le dieron nombres individuales (uno, dos, tres, cua-
tro..,.hasta nueve). A los grupos de decenas se les dieron nombres distintivos (diez, veinte, trein-

ta.....hasta noventa) derivados délos números délas unidades (una decena, dos decenas, tres decenas,

cuatro decenas...nueve decenas), y después se acuñó otro nombre distintivo para un grupo de diez

decenas - una centena. Los nombres para las centenas se constmyeron directamente de las unidades
(una centena, dos centenas, tres centenas... -nueve centenas) hasta llegar al millar. No hacen falta más

nombres nuevos para las decenas o las centenas de millar, pero a continuación tenemos los millones,

y los billones y los trillones, e incluso números muchos más astronómicos con los que pocos de nos-
otros podemos familiarizamos. Este es el sistema decimal (del griego diez) en el que los números están

ordenados en sucesivos grupos de decenas.

El agmpamiento además solucionó el problema de cuántas cuentas se podían poner en el alam-
bre del abaco. Tantas cuentas como unidades hay en el sistema base. Para un sistema de base 10, cada

cuenta del segundo alambre representaría toda una longitud de diez cuentas del primer alambre. Y

cada cuenta de los sucesivos alambres representaría una lorgitud completa de diez cuentas del alam-
bre precedente.39

Los números agrupados en base a decenas, decenas de decenas, decenas de decenas de dece-

ñas, etc. introdujeron otro elemento vital en las matemáticas, a saber, el orden en las partes compo-

nentes de los nombres de los números. Cuando se expresa un número mayor que nueve, los compo-

nentes más largos aparecen en primer lugar (al igual que el brazo viene antes de la mano y la mano
antes de los dedos). Decimos "seis cientos sesenta y seis", y no "sesenta y seis seiscientos" o "seis

sesenta y seiscientos . Existen una cuantas excepciones flagrantes en varios sistemas numéricos, como
es el caso de "seveníeen" (literalmente "siete-diez") en vez de "íen-seven" (diecisiete) en inglés, o

quatrevingts (literalmente, cuatro veintes"), en vez de ochenta" en francés, e incluso en usos poé-

ticos y coloquiales. Pero el principio general de primero el elemento más largo predomina cuando
hablamos de los números, y es invariable en las matemáticas escritas. Esto hace posible la organiza-
ción sistemática de los números sobre el papel, y todo el cálculo numérico.

Los nombres reales que se han dado a los distintos números o grupos de números son, por
supuesto, arbitrarios y en cada lengua se les ha asignado de un modo idiosincrásico como resultado de

la casualidad histórica. El sistema inglés tiene "eleven" (once) y "twelve" (doce) cuando lo lógico sería

"one-teen" y "two-teen". El francés, después de comportarse bastante sistemáticamente en todas las

decenas hasta sesenta ( soixante") de pronto nos sorprende con "sesenta-diez" ("soixante dix") para
setenta. Ninguna de estas irregularidades queda reflejada en la forma escrita de los números.

A pesar de la inconsistencia ocasional en el nombramiento, la economía y productividad del

sistema de base 10 es enorme, tanto en las matemáticas habladas como en las escritas. Con apenas 25
nombres distintos - nueve para los números del "uno " al "nuevef', tal vez media docena de nombres

nuevos para "diez" hasta "diecinueve", ocho más para los gmpos de diez desde "veinte" hasta noven-

ta", además de las palabras para centenas, millares y millones - se pueden expresar bÜlones de núme-

ros diferentes.

Y se pueden expresar sistemáticamente. Una vez que se sabe que el nueve sigue al ocho,se

sabe que cuatrocientos nueve sigue a cuatrocientos diez, y que novecientos doce es mayor que ocho-

cientos ochenta y seis. Incluso los números largos son fácilmente colocados en orden. Como medio de

establecer un orden secuencia! y de ordenar o identificar los números de Inmediato, el sistema base no

tiene parangón.

39,- Muchos abacos, incluyendo los que se usan en la actualidad, tienen cinco cueulas en cada alambre más una pareja adicional para mdicai si las cinco
están sieudo usadas una primera o una segunda vez. Así pues el abaco funciona como un sislema de base 10, aunque se usan solameale siete cuencas en

cada alambre. El abaco de cuentas y alaníére es un invento cluno relaüvamente moderno (siglo XDÍ a.C.), anles de eso, los chmos usaban vanllas y asú-

lias de bambú para coutar. En muchos otros lugares se usaron toda una variedad de tablillas (pizarra, tablero) y "cmtadons" (mODedas, botones, piedre-

cillas) como formas de esie anefacto univeraal. Los cableros ajedrezados ("checkere<f') usados para conLar en Gran Bretaña dieron origeu en inglés a[ tér-
mino "Exchequei" con el que también se conoce al Müústeno de Hacienda - además de dar origen a la palabra cheque • ,
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lengua escrita. Damos por hecho que el modo en que decimos los números - dieciséis • , cincuenta
y nueve", "ciento siete" - se refleja fielmente en cómo se escriben - 16, 59, 107. Pero los números

hablados y escritos son sistemas relativamente distintos, como veremos en el próximo capítulo.

SOLUCIONES A MANO

La necesidad del lenguaje hablado era encontrar una sucesión de nombres para "uno", "más

de uno ", "más de uno y uno", etc., que fueran fáciles de comprender, manipular y recordar.

La primera tecnología para contar la teníamos literalmente en la mano. Se trataba de la utili-

dad aritmética de los dedos. El recuento probablemente se hizo con los dedos mucho antes de que se

emplearan los palitos o las piedrecillas. Con frecuencia, los niños comienzan a contar y a calcular

usando los dedos, y la palabra que usamos para los números individuales - dígitos - se relaciona con

el uso de los dedos para contar. Los dedos ñieron los ordenadores digitales primigenios, y los prime-

ros nombres que se le dieron a los números provenían de las partes del cuerpo.
La idea de contar y de comunicar cantidades a través del uso de las distintas partes del cuerpo

parece que es algo universal. A veces el ámbito alcanza una mano, a veces las dos, con o sin la inclu-

sión de los pulgares. Muchos grupos humanos no se pararon aquí y continuaron con los dedos de los

pies, las muñecas, los codos, los hombros, los tobillos y otras partes del cuerpo. Creían que los núme-

ros podrían indicarse por medio de las partes del cuerpo.
Los dedos inspiraron el nombre de diferentes números, dependiendo de qué dedos se usaran.

También pudieron demostrar que dar nombre a los números o numerar objetos era algo secuencial, en

un orden tan ñjo como la progresión de los dedos en la mano. Los nombres de las partes más rele-

vantes del cuerpo se podían recitar sistemáticamente, de una forma ritual - el origen de la cantinela de

los números.

El sistema base

El método de los dedos y las manos fue la base para el siguiente avance - que los números se

podían agrupar y dichos grupos podían nombrarse y contarse. En vez de "cinco dedos" se puede decir

"una mano". En vez de tener que idear y recordar un nombre único para veinticinco, uno se podía refe-

rir a cinco cincos, o cinco manos o un puñado de manos. La referencia a los cinco dedos como una

mano" o a. los diez dedos como "dos manos" debe haber sido la precursora de la tecnología de rea-

gmpamiento de los números en decenas, centenas, mÜlaies, etc., una inspiración importantísima que
hizo posible tanto la expresión de números infinitamente largos y la productividad y conveniencia del

cálculo matemáüco.
A la reagrupación de los números en un modo jerárquico se le conoce como sistema base. Y

al tamaño del grupo se le conoce como la base. Nuestro método convencional de cálculo con gmpos

sucesivos de decenas se le conoce como el sistema de "base 10 .
En vez de seguir con los problemas representacionales y de memoria que suponía encontrar

nombres únicos para cada número (y quedarse sin partes del cuerpo), fue posible usar un grupo bási-
co de números una y otra vez. En un sistema de base 5 (una mano), diecisiete corresponde a tres manos

y dos dedos. Se podía contar hasta veinticinco - un puñado de manos - o incluso hasta ciento veinti-

cinco - un puñado de puñados de manos - sin tener que memorizar más de cinco nombres (uno, dos,

tres, cuatro dedos y una mano).

Por supuesto, se podía seguir con puñados de puñados, pero entonces volvían a surgir los pro-
blemas de memoria y de complejidad. La alternativa - y esto fue otro avance tecnológico que llevó a

las diferentes culturas muchos siglos adoptarlo - fue emplear un cálculo de dos manos completas
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como base, y a continuación darle nombres distintivos a los grupos, y a los grupos de grupos.

Así pues, a los números de uno a diez se le dieron nombres individuales (uno, dos, tres, cua-
tro..,.hasta nueve). A los grupos de decenas se les dieron nombres distintivos (diez, veinte, trein-

ta.....hasta noventa) derivados délos números délas unidades (una decena, dos decenas, tres decenas,

cuatro decenas...nueve decenas), y después se acuñó otro nombre distintivo para un grupo de diez

decenas - una centena. Los nombres para las centenas se constmyeron directamente de las unidades
(una centena, dos centenas, tres centenas... -nueve centenas) hasta llegar al millar. No hacen falta más

nombres nuevos para las decenas o las centenas de millar, pero a continuación tenemos los millones,

y los billones y los trillones, e incluso números muchos más astronómicos con los que pocos de nos-
otros podemos familiarizamos. Este es el sistema decimal (del griego diez) en el que los números están

ordenados en sucesivos grupos de decenas.

El agmpamiento además solucionó el problema de cuántas cuentas se podían poner en el alam-
bre del abaco. Tantas cuentas como unidades hay en el sistema base. Para un sistema de base 10, cada

cuenta del segundo alambre representaría toda una longitud de diez cuentas del primer alambre. Y

cada cuenta de los sucesivos alambres representaría una lorgitud completa de diez cuentas del alam-
bre precedente.39

Los números agrupados en base a decenas, decenas de decenas, decenas de decenas de dece-

ñas, etc. introdujeron otro elemento vital en las matemáticas, a saber, el orden en las partes compo-

nentes de los nombres de los números. Cuando se expresa un número mayor que nueve, los compo-

nentes más largos aparecen en primer lugar (al igual que el brazo viene antes de la mano y la mano
antes de los dedos). Decimos "seis cientos sesenta y seis", y no "sesenta y seis seiscientos" o "seis

sesenta y seiscientos . Existen una cuantas excepciones flagrantes en varios sistemas numéricos, como
es el caso de "seveníeen" (literalmente "siete-diez") en vez de "íen-seven" (diecisiete) en inglés, o

quatrevingts (literalmente, cuatro veintes"), en vez de ochenta" en francés, e incluso en usos poé-

ticos y coloquiales. Pero el principio general de primero el elemento más largo predomina cuando
hablamos de los números, y es invariable en las matemáticas escritas. Esto hace posible la organiza-
ción sistemática de los números sobre el papel, y todo el cálculo numérico.

Los nombres reales que se han dado a los distintos números o grupos de números son, por
supuesto, arbitrarios y en cada lengua se les ha asignado de un modo idiosincrásico como resultado de

la casualidad histórica. El sistema inglés tiene "eleven" (once) y "twelve" (doce) cuando lo lógico sería

"one-teen" y "two-teen". El francés, después de comportarse bastante sistemáticamente en todas las

decenas hasta sesenta ( soixante") de pronto nos sorprende con "sesenta-diez" ("soixante dix") para
setenta. Ninguna de estas irregularidades queda reflejada en la forma escrita de los números.

A pesar de la inconsistencia ocasional en el nombramiento, la economía y productividad del

sistema de base 10 es enorme, tanto en las matemáticas habladas como en las escritas. Con apenas 25
nombres distintos - nueve para los números del "uno " al "nuevef', tal vez media docena de nombres

nuevos para "diez" hasta "diecinueve", ocho más para los gmpos de diez desde "veinte" hasta noven-

ta", además de las palabras para centenas, millares y millones - se pueden expresar bÜlones de núme-

ros diferentes.

Y se pueden expresar sistemáticamente. Una vez que se sabe que el nueve sigue al ocho,se

sabe que cuatrocientos nueve sigue a cuatrocientos diez, y que novecientos doce es mayor que ocho-

cientos ochenta y seis. Incluso los números largos son fácilmente colocados en orden. Como medio de

establecer un orden secuencia! y de ordenar o identificar los números de Inmediato, el sistema base no

tiene parangón.

39,- Muchos abacos, incluyendo los que se usan en la actualidad, tienen cinco cueulas en cada alambre más una pareja adicional para mdicai si las cinco
están sieudo usadas una primera o una segunda vez. Así pues el abaco funciona como un sislema de base 10, aunque se usan solameale siete cuencas en

cada alambre. El abaco de cuentas y alaníére es un invento cluno relaüvamente moderno (siglo XDÍ a.C.), anles de eso, los chmos usaban vanllas y asú-

lias de bambú para coutar. En muchos otros lugares se usaron toda una variedad de tablillas (pizarra, tablero) y "cmtadons" (mODedas, botones, piedre-

cillas) como formas de esie anefacto univeraal. Los cableros ajedrezados ("checkere<f') usados para conLar en Gran Bretaña dieron origeu en inglés a[ tér-
mino "Exchequei" con el que también se conoce al Müústeno de Hacienda - además de dar origen a la palabra cheque • ,
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Sistemas base alternativos

El sistema de base 10 no es el único ni necesariamente la mejor base para la construcción de

un sistema numérico. Las alternativas populares han sido el 12 y el 60, e importantes sistemas que

emplean estas bases se siguen usando hoy día.
La división del año en 12 meses de aproximadamente 30 días ñie una decisión que se tomó

teniendo en cuenta consideraciones de tipo astronómico. Es la cantidad de üempo, aproximada, que

tarda la tierra en completar una vuelta alrededor del sol (o viceversa, como en un principio se pensó)
y la luna en completar una vuelta alrededor de la tierra. La decisión de subdividir el día en 24 horas,

la hora en 60 minutos y los minutos en 60 segundos fue una elección arbitraria de los sistemas de base

12 y de base 60. La "medida angulai", por la que el círculo se divide en 360 partes o grados también

es un reflejo del sistema de base 60, donde cada grado se divide en 60 minutos y cada minuto en 60

segundos. No existe nada necesario por lo que elegir estas unidades. El ejército usa un sistema mil
para dividir los blancos donde disparar en 6400 partes, en vez de usar el sistema de 360 grados.4"

Existe un sistema en la actualidad que desafía la preeminencia del sistema de base 10. El sis-

tema binario (base 2) empleado universalmente en ordenadores "digitales" y otros artefactos electró-

nicos tiene solamente dos números, el cero y el uno. Tan pronto como se pasa de uno contando, hay

que volver al cero otra vez-uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis son 1,10, 11,100, 101 y HOrespecti-
vamente. El sistema binario tiene varias ventajas especiales que lo hacen útil para el funcionamiento

informático y la aritmética computacional. En efecto, cada O y 1 pueden representar el cierre y la aper-

tura de una entrada o interruptor electrónico.
Existen un par de razones por las que no es probable que se use el sistema binario en las mate-

mátícas humanas. La primera es que los números binarios consumen espacio con demasiada rapidez

- 75 en sistema decimal tiene que escribirse 1001011 en sistema binario. La segunda es que los núme-
ros binarios resultan difícües de decü- y de recordar - no existen nombres especiales para los números

superiores a cero y uno. Ninguna de estas razones supone problema alguno para los ordenadores, que

tienen enormes memorias, gran rapidez de operación y no se tienen que preocupar por dar nombres o

identidades distintivas a los números de dos o más.4'
Los sistemas de base son modos alternativos de expresar números, pero los números en sí, los

moradores abstractos de un mundo que se encuentra detrás del muro de cristal, permanecen inaltera-

bles independientemente del sistema. El número que nosotros escribimos como 49 en un sistema deci-
mal es el mismo numero en el sistema de base 12 (duodecimal), en el sistema de base 16 (sexagesi-

mal) y en el sistema binario, incluso si ese número se escribe como 41, 31 y 110001, respectivamen-

te. El 49 del sistema decimal sigue siendo un número cuadrado (7x7) y el 7 continúa siendo un núme-

ro primo (divisible solamente por la unidad y por sí mismo) cualquiera que sea el sistema en el que

esté escrito. Los números ~ en el mundo de las matemáticas - no se ven afectados por cómo hayamos

decidido llamarlos.

40.- Llamado mil porque cada 1/6400 parre de la cireunfercncia de un cüculo es aproximadamenle uua iiülésima parte de un redián (que es equivnleute
al radio de un circulo).
41.- Los técnicos infonnáücos lian introducido varios cérmmos híbridos con piopósilos no malemáiicos, como los "bite¿' (grupos de ocho dígitos bina-
rios), seguidos por los kilo bites (mil tjiies), mega bites (uu millón de bites) y uano biles (un billón de bites) Eaios inventoa combinan la nomenclotura
de dos sistemas, el binario y el decimal, con fines conversacionales, pero sai\ inúáles para el cálculo preciso en ambos sjsiemas,
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CAPITULO 6

Los números (II): su representación escrita

El desarrollo de un sistema de base eficaz solucionó muchos problemas numéricos, pero no

todos. En concreto, no resolvió el problema de cómo representar los números que tenían que verse más
que oírse. En realidad, el sistema decimal de base 10 estaba totalmente desarrollado antes del adveni-

miento de los números escritos como hoy los conocemos. Los problemas que había que resolver para
que los números fueran manejables eran bastante diferentes de los problemas relacionados con la cons-
trucción de un sistema numérico hablado.

El cambio de las matemáticas habladas a las escritas es sustancial para los individuos y para

las culturas. El cerebro y el papel juntos pueden realizar lo que el cerebro a solas no es capaz, no sola-

mente en la realización de cálculos, sino en la ampliación de lo que se puede hacer con el sistema
numérico. Las matemáücas despegaron cuando se hicieron visibles.

No es necesario que los niños inventen un nuevo sistema de contar para ser capaces de hacer
matemáticas en un papel (o en un ordenador), pero sí necesitan descubrir por qué los números escri-
tos son como son, si es que van a usar los números entendiéndolos.

Extender los números en el espacio

No existiría el cálculo sin la representación visual. No se puede sustraer 35 a 93 con los dedos.
Pero la sola escritura de los números no era la solución. "Noventa y tres menos treinta y cinco" así
escnto sería tan difícil de calcularse en papel como con los dedos o con la cabeza.

Para que sean útiles, las matemáticas escritas tenían que tener sus caracterisücas y convencio-
nes distintivas Una vez más, se presentaban dos problemas principales, ninguno de los cuales podría
resolverse con la ayuda del lenguaje hablado. Uno de los problemas era encontrar un método de repre-

sentar nfimeros individuales, y el otro era encontrar la mejor manera de reorganizar grupos de núme-
TOS espacialmente.

Una primera solución para el problema de la representación era volver a las muescas, o mejor,

modificar una práctica antigua convirtiéndola en un sistema más formal. Los primeros tres números

romanos, I, II, III son réplicas obvias de las muescas. En realidad cuando se grabaron por primera vez
eran muescas. Pero es difícil contar muescas de forma precisa, incluso cuando están reagrupadas. En

seguida nos vemos desbordados por el número de marcas individuales. Y la computación es bastante
inferior a lo que es posible hacer con el abaco. ¿Cuánto es Ifflffll multiplicado por IIIIIII? (La res-
puesta correcta es iiniminnulnnnnnnnnnnnnininmnuni).
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Sistemas base alternativos
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sentar nfimeros individuales, y el otro era encontrar la mejor manera de reorganizar grupos de núme-
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El sistema romano usaba símbolos únicos para las diferentes bases - V para cinco; X para diez,

L para cincuenta, C para cien, D para quinientos y M para mil. Los números del uno al diez eran I, II,

III, IV, V, VI, VII, VIII, VIIII, X. Esto resulta extremadamente torpe - veinte (dos decenas) se con-

vierte en XX, tío IIX, que por diferentes convenciones se convierte en ocho. (Y que requiere que se

lea de derecha a izquierda lo mismo que de izquierda a derecha en el mismo sistema, para determinar
si los símbolos adyacentes se tienen que sumar o restar). Pensemos en la dificultad de hacer incluso

un simple cálculo, como 17 + 34, que en números romanos es XVII + XXXIV, y que por no se sabe

qué razón suman LI. Aún así, los científicos y los eruditos se esforzaron por usar el sistema durante

siglos y con él realizaron algunos de los cálculos más notables en astronomía, geometría y la cons-

trucción de tablas trigonométricas.
Otra alternativa era usar letras del alfabeto - en orden alfabético, no como abreviatura de las

palabras habladas - para los números. Los griegos así lo hicieron y supuso un gran avance, porque así

se reconocía que los símbolos escritos no tenían que estar relacionados ni con las muescas ni con el
lenguaje hablado. Serian únicas para el lenguaje délas matemáticas. Por ejemplo, la letra griega ypsi-

Ion (Á), quinta letra del alfabeto griego y por lo tanto el símbolo escrito para el número cinco, no esta-

ba relacionada con la palabra griega para cinco, o con cualquier signo para cinco. Era una completa

abstracción. Pero los antiguos griegos continuaron trabajando con este sistema y, en vez de reiniciar

en el diez o en el doce para seguir un sistema de base, conünuaron hasta que se les agotaron las letras

del alfabeto.
Finalmente, se desarrollaron los caracteres distintivos 1, 2, 3, 4, 5, eliminando las letras del

alfabeto de donde originalmente habían partido. Estos no se pueden predecir en absoluto a partir de

ninguna forma del lenguaje hablado - como los signos +, - e = no tienen relación evidente con las pala-

bras "más", "menos" e "igual .

Un nuevo problema

El sistema de base 10 se adoptó a partir del lenguaje hablado, por lo tanto no era necesario

tener más de 10 caracteres numéricos distintivos. Pero todavía quedaba pendiente la cuestión de cómo

indicar el tamaño de los grupos en cualquier ocasión concreta, para distinguir, por ejemplo, sesenta de

seiscientos o seis mil. La solución era lo que se conoció como sistema posicional.
¿Qué les ocurre a los números escritos cuando se componen de más de una unidad escrita?

¿Cómo representar "diez más uno", "diez más dos", etc.? Lo que a nosotros nos parece tan obvio, no

lo era en absoluto para los anüguos que intentaban solucionar el problema. Ignorando por el momen-

to el problema de cómo representar diez, ¿debería diecisiete escribirse como diez más siete, o siete
más diez, o con un símbolo para diez por encima de siete, o con qué? ¿Cómo se deberían indicar los

números que tenían más de un dígito, bien fuera horizontal o verücalmente, de forma consistente?42

Una solución posible era escribir los números completos, de forma que tres cientos cuarenta y

siete se escribiera igual que se leía:
3 x lOOx, 4 x 10, 7
Resultaba fácil decir ese número - trescientos cuarenta y siete - pero era menos fácil escri-

birlo. Durante miles de años la gente tropezó con sistemas que implicaban símbolos adicionales para

las decenas, centenas y millares, de forma que trescientos cuarenta y siete se escribiría como tres patos,

cuatro peces y siete, o tres cuadrados, cuatro triángulos y siete.
Fue un descubrimiento brillante darse cuenta de que eran redundantes los símbolos adiciona-

les para números mayores de nueve y que los valores se podían indicar simplemente colocándolos en

42.- Me rcñero a "i^uieríia ü derecha" como el orden en el que se escribeu lanlo los números como las lebas (pero no uecesariamentó se leen) porque
esa es la couveación eii la lengua que esloy usando. Resullflría molesto escribir siempre "izquierdu a derecha, derecha a iu¡u¡erda. cíe arribd hacia übajo,

A afujo Aaciü ürrite cuu^uiero gue^ero ^ com'£nci'rfn'\ pero estó es lo que sieinpre se debe tener en cuen
me refiero se construye o se coloca horizon cálmente, de fonna que los alambres y las líneas de cuentas fonnan hileras y no columnas,
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una secuencia - que trescientos cuarenta y siete se podían simplemente representar como 347. Este tre-

mendo desarrollo introdujo en la representación matemática no solamente la economía y la perma-

nencia y la portabilidad relativas, sino también el concepto de orden e invariabilidad, no solamente en

la secuencia de los números en sí (1, 2, 3, 4, 5), sino además en el modo en que se escribían. El núme-

ro 347 tenía que representarse espacialmente de esa forma exacta, no como 437 ni como 374.

E incluso esta solución no fue tan obvia como en un principio pudiera parecer para la escritu-

ra de izquierda a derecha. Para empezar, se podría considerar una solución regresiva. Mientras que la
invención de unidades nominadas como 3 y 7 eliminaba la necesidad de contar unidades individuales

- III y IIIIIII - era necesario una vez más e] recuento de símbolos individuales que permitiera deter-
minar si un numeral indicaba decenas, centenas, millares, etc.

Y lo que es más, el recuento se debía hacer de derecha a izquierda (para poder identificar uni-

dades, decenas, centenas, millares, etc.), mientras que los valores se colocaban de izquierda a derecha,

reflejando así el hecho de que el valor más largo aparecía en primer lugar en el lenguaje hablado.

Moverse a una nueva dimensión

El sistema posicional resolvió el problema de la representación de los números mayores de

nueve. Pero continuaba siendo muy difícil calcular con números más largos, por ejemplo, para com-

putar la suma de 5387 y 126. La solución fue moverse a una segunda dimensión y alinear los núme-
ros en columnas, por ejemplo:

5387
+126
=5513

Todo esto nos resulta obvio en la actualidad (aunque no tanto a los que están aprendiendo),

pero pasaron siglos antes de que una cultura desarrollara las matemáticas con este descubrimiento -

que se pueden hacer cosas con los números si se les organiza en columnas. Y todavía quedaba un gran
problema, cuya solución era, sin duda alguna, obvia o universal. En realidad, la solución ofendió las

creencias de muchas personas sobre cómo deberían funcionar las matemáticas.

La historia del O

Hasta ahora he evitado referirme al número "cero". He dicho "cuatrocientos cinco" aunque

tenía que escribir 405. He dicho "diez" y "cien" aunque he escrito 10 y 100. A menos que estemos lite-

Taimente hablando de nada, el O es tan ubicuo en los números escritos que nunca aparece en el len-

guaje hablado. No es necesario. Es un fenómeno estrictamente de las matemáücas escritas.

¿Qué se hace si no hay centenas, o decenas o millares en un número? Esto no supone proble-

ma alguno en el lenguaje hablado; se puede decir "ochocientos cinco" sin tener que hacer una pausa,

toser o cualquier otra cosa que indique la ausencia de decenas. Esto tampoco suponía un problema para
la escritura si se deletreaba todo.

Por ejemplo, el número

8 x 100, 5 (para el que ahora escribiríamos 805)
estaba tan claro como

8xl00,7xl00,5(para875)
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una secuencia - que trescientos cuarenta y siete se podían simplemente representar como 347. Este tre-

mendo desarrollo introdujo en la representación matemática no solamente la economía y la perma-

nencia y la portabilidad relativas, sino también el concepto de orden e invariabilidad, no solamente en

la secuencia de los números en sí (1, 2, 3, 4, 5), sino además en el modo en que se escribían. El núme-

ro 347 tenía que representarse espacialmente de esa forma exacta, no como 437 ni como 374.

E incluso esta solución no fue tan obvia como en un principio pudiera parecer para la escritu-

ra de izquierda a derecha. Para empezar, se podría considerar una solución regresiva. Mientras que la
invención de unidades nominadas como 3 y 7 eliminaba la necesidad de contar unidades individuales

- III y IIIIIII - era necesario una vez más e] recuento de símbolos individuales que permitiera deter-
minar si un numeral indicaba decenas, centenas, millares, etc.

Y lo que es más, el recuento se debía hacer de derecha a izquierda (para poder identificar uni-

dades, decenas, centenas, millares, etc.), mientras que los valores se colocaban de izquierda a derecha,

reflejando así el hecho de que el valor más largo aparecía en primer lugar en el lenguaje hablado.

Moverse a una nueva dimensión

El sistema posicional resolvió el problema de la representación de los números mayores de
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¿Pero qué se podría hacer cuando la posición relativa indicara el tamaño de una unidad - cuan-
do el significado de 875 fuese reconocible debido a la regla de que el dígito de la derecha indicaba uni-

dades (en este caso, 5), el siguiente dígito a la izquierda indicaba las decenas (en este caso, 70) y el

siguiente a la izquierda las centenas (800)? ¿Cómo indicar las centenas, las decenas y las unidades

cuando no había centenas ni unidades? Se intentaron varias soluciones, como dejar un espacio vacío,
distinguiendo así 8 5 (ochocientos cinco) de 85 (ochenta y cinco), o incluso insertando una marca,

como un guión o un cuadrado, para indicar que esa posición no estaba llena (como 8_5 o 8 5). Pero

esto no suponía ayuda alguna, porque no se sabía que hacer con ambos símbolos (o con el espacio

vacío) en el cálculo. ¿Cómo podían estas cosas ocupar el lugar de los números?
La solución a todos estos problemas una vez más nos resulta obvia en la actualidad. Se pone

un cero, que actúa él mismo como un número:

426
+300
=726

la cadena numérica cambió de:
uno. dos, tres, cuatro, cinco, seis, siete, ocho, nueve, diez

a-

cero. uno, dos. tres, cuatro, cinco, seis, siete, ocho, nueve

escrito:

0, 1,2,3,4,5,6,7,8,9

que a continuación sigue:

10,11,12, 13,14, 15,16,17,18,19

y continúa: 20, 30,... 100, 200,...

Lo que a nosotros nos resulta indudablemente lógico y evidente fue uno de los conceptos más

difíciles de comprender, incluso para los matemáticos más brillantes. Fue rechazado ampliamente

como algo sin sentido, si no ilógico y sacrílego, el tener un número que no representaba nada." La

cuestión más importante al respecto era que los números se podían emparejar con conjuntos de cosas.

¿Cómo podía un número corresponderse con nada? ¿Con qué se emparejaba el O? Aquí existe un enor-

me muro de cristal entre el mundo de las matemáticas y el mundo físico.
En cualquier caso, la mayor parte de las veces el O no corresponde a nada. Pudiera con-espon-

der a "ninguna decena" en el número 805, pero eso es diferente del concepto de nada; no significa que

no haya algo, solamente que no hay decenas (o unidades o centenas). ¿Y cómo es posible que un

número superior a 100 no tenga centenas? Esta lleno de centenas. Y al igual que los demás numera-
les, el valor de O dependía de su posición. El O en 805 tema un significado diferente del O en 850.

Todo esto era difícil de digerir para los antiguos matemáticos, especialmente porque se creía

que todos los números tenían una realidad concreta. Y si el O a veces actuaba como cualquier otro

número, por ejemplo, al sumar 305 y 420, o incluso - con un salto conceptual - 5 y 0, la multiplica-
cióh de O o por O parecía imposible, o muy ilógica e inconsistente. Tiene sentido que2x 2 = 4y que

2x1=2, pero ¿qué ocurre con 2 x O? Si 2 x O es igual a nada, entonces x veces O son igual a nada.

Ningún otro número se comporta así. En la multiplicación, O parece que borra todo con lo que entra
en contacto. Y en cuanto a la división, dividamos algo por cero y la respuesta es inimaginable (¡por

43.- Para una discusión mds profunda de las coasecuencias fuera de las matemáücas de la introducción del numero 0, ver ROTMAN (1987). HABMS (1995)
dÍce que d"cero-no-Liene nada que hacer en d lenguaje. Fue la solución para un problema de almeüciún eu las maceináücas escritas antes de que adqui-

riera valor miTemáüco como uúmeio.
4Í-- ¿íiste-la unpliamenle difundida CTcenüin entre estudiantes y profesores de que W9 = 0. TSAMIR, SHEFFER y TIROSH (2000) CTicontrarou que^ la pro^
hibición'matemítTca-de-dividir por cero colisionaba con la intuicián de que toda operación matemáLicatendrínuimo resultado un número^ provocando
asífmsuacióne incomprensión; Solamente el razoDamienio muiemádco puede eKplicar por qué la división por O debe ser siempre indefiuid^- que oon-
fünw el divisor ¡a nías pequefio,el resullado es mayor hasta que se aceña al infinito, que Uunpoco es un número. Los esfúeizos por parte de los eshi-
diiuues'y~deTos profe¡ores por^pUcar el razonamieülo a través de ejemplos concretos de la lógica diaria (nada dividido por nada debe ser nada)resul-

mil impioducuvoB.
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eso los matemáticos declaran la división por O ilegal!).'"

Incluso hoy día, las personas tienden a creer - o a decir - que O representa nada, y que tiene
el mismo significado en la secuencia 0, 1, 2, 3... que en los números 805 o 300. Pero cuaÍquiera que

sea el significado que tenga 0, en el mundo abstracto de las matemáticas, no es nada. Es algo mucho
más significativo que eso.

En realidad existe una descripción muy precisa y totalmente consistente de lo que es el núme-

ro 0, que es uno menos que uno. No es uno de algo menos que uno de algo, que en realidad seria nada

de algo, sino simplemente uno menos que el número uno (y por lo tanto, un número). Es una relación,
no una cantidad, algo, no es nada, un elemento esencial en los patrones tensamente construidos del
tejido numérico. Si el O es un concepto tan difícil de manejar para tantos adultos, históricamente y en

la actualidad, ¿cómo les parecerá a los niños y a los que están aprendiendo? Los antiguos tuvieron que

ingeniárselas para inventar el cero y así cubrir las bien definidas necesidades en sus sistemas numéri-

cos. Pero los que en la actualidad aprenden se enfrentan a una tarea opuesta: descubrir cuáles son las
necesidades que el O cubre.

No estoy diciendo que los niños no puedan aprender a usar el O en la aritmética simple sin

comprender su relación con los demás números. Pero examinar et movimiento no significa compren-

der. Y al igual que muchos otros aspectos del aprendizaje de las matemáticas sin comprender, como

resultado de tareas de repeüción y memorización, hará que el aprendizaje y la retención sean mucho
más difíciles. Puede resultar ser un enorme obstáculo para el desarrollo de una comprensión materna-
tica más profunda.

Los raros dominios del negativo

El número O presta servicio a otra función crucial. Actúa como un puente o un eje entre los

números positivos (que van desde el 1, 2, 3.,.) y los números negativos (que van en dirección opues-

ta desde -1, -2, -3...). Los números negativos no podrían haber exisüdo sin las matemáticas escritas;

son un concepto completamente ajeno al pensamiento y lenguaje diarios.

A los números positivos y los negativos, y al 0, se les conoce como números enteros, que sig-

nifica completos", en contraste con las fracciones (que también pueden ser positivas y negativas).

Los números negativos constituyen una extrafía cuadrilla. Son números que van hacia atrás, de

forma que la cadena de los números enteros no tiene fin ni tampoco inicio. Es casi imposible relacio-
nar los números negativos con la intuición y el sentido común. Tan recientemente (matemáticamente

hablando) como hace 400 anos, los números negativos eran considerados como algo absurdo por parte
de los matemáticos más importantes.45 Puede que resulte difícil asumir cómo un número (cero) signi-

fica nada, pero es todavía más difícil asuirur cómo un número menor que cero puede significar una

cantidad negativa, o cómo una cantidad "negativa" puede ser mayor o menor que otra.

Normalmente no se da razón alguna a la existencia de los números negativos; a los estudian-

tes simplemente se les dice que los números negativos existen y que deberían aprenderlos.

La forma más común de explicar los negativos en la enseñanza de las matemáticas es a través

de la deuda financiera - las cantidades negativas significan lo que se debe en vez de lo que se posee.

Si se intenta sacar una cantidad de otra cantidad más pequeña, uno se queda "en números rojos", con

un número negativo. Si, por ejemplo, se tienen 6 euros y se gastan 8 (o si se mueven ocho números a
la izquierda en la línea numérica), uno se queda con -2 euros {"menos dos" o "dos negativos"). ^

15.-KUNE (1980, pp. 114-116, 118).
'16.-A veces se usa una escala tennométrica para explicir los números negativos y positivos. Pern [u línea divisoria entre los números ntígativos y posit]-

vos pani las cemperaiuras fcs iu-bilrima, dependienJo de dónde es(¿ colocudo til üero. Por ejemplo, liu, tEHiperaluras que se [-epreseman con ndmeros nega-

livosenn-c- 10 y O en la escala Celsius con-esponden a los números positivos enere O y 32 en lu eitculaFaIuenlieii. -4 grados no es el opuesto a+4gra-

dos, sea la cscula que sea con la que üabüjamos, Las teinpti-aturas nuiicn sun negniiviu (Liunqut a veces siiun insoponnbles), solamente ID son los núme-
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Pero en el ejemplo de la deuda, estamos básicamente usando números positivos - sustrayendo

un número posiüvo de otro, con una diferencia positiva entre ambos. No existe el euro negativo. Si se

debe, es una canüdad de euros positiva. Y sustraer números negativos es otra cosa. Si se trata de dedu-
cir 6 negativo (- 6) de 3, el resultado matemático es 9, que significa que se termina con más de lo que

se empieza. Esto tiene sentido sólo matemáticamente, pero no en otra manera.
Para calcular 3 - (- 6), como en el ejemplo anterior, es necesario emplear la raía pero familiar

regla de que dos negativos hacen un positivo (aunque dos errores, no hacen un acierto), que todos

hemos aprendido - quizás sin apenas comprenderlo - en la escuela.
El concepto matemático de los números negativos se complica cuando se mezclan positivos

con negativos, y negativos con negativos.

Sustraigamos un negativo de un positivo y el resultado (como hemos visto) es un positivo aún

más mayor: 3 - (- 6) = 9. Sustraigamos un negativo de otro negativo y el resultado es un número mayor

que puede ser positivo, negativo o cero; por ejemplo (-3)-(-6) =3; (-4)-(- 2) =-2y (-4)-(-4) =0
Y el asunto es del todo de locos (conceptual, no matemáücamente) con la multiplicación y la

división. Si multiplicamos dos números positivos, el resultado - bastante lógico - es otro número posi-

üvo: 3x6=18. Pero si multiplicamos dos negativos, el resultado también es positivo (-3) x (-6) = 18.

Solamente se obtíene un número negativo cuando uno de los números que se multiplican es negativo,

y en ese caso no importa cuál de los dos sea: (-3) x6=-18y3x (-6) = -18.
Si dividimos un número negativo por otro número negativo, el resultado es posiüvo: (-6) U (-

3) = 2. Pero cuando una de las dos cantidades es positiva y la otra negativa, el resultado es negativo:

(-6) I[ 3 = - 2 y 6 F[ (-3) = - 2. Nada de esto se puede explicar con demostraciones que no sean mate-

míticas; se puede aprender si acaso como regla, y comprenderse solamente con las matemáticas - si

el que aprende no ha roto antes el muro de cristal.
Incluso en la terminología y la notación matemáücas, existen ambigüedades y confusiones

alrededor de la negación. La palabra "menos" y el signo - se emplean como verbos para la operación

de sustracción y a veces también como adjetivos para designar una cantidad negativa47 ("menos tres'

y -3). Esta es la razón por la que coloco paréntesis en los números en algunas de mis anteriores dis-

cusiones, esperando que (4) y (-4) sean algo más claros que 4 y -^.
Es solamente debido a que existen los números negativos por lo que nos referimos a los núme-

ros de contar, los números que normalmente usamos, como números "positivos" (Lastima los estu-

diantes inquisitivos que preguntan por qué algunos números son posiüvos; la única respuesta es que

sirven para distinguirlos de los negaüvos intrusos). Debido a la conñisión que los números negativos
pueden causar, a veces es necesario denotar claramente los números positivos - no simplemente como

4, sino como +4 - por lo que se hace imprescindible escribir cosas como 4 + (+4). En otras ocasiones

el signo + se debe dar por entendido, de modo que debemos pensar que 2+2=4 es "realmente" (+2) +

(+2)=(+4).
Los negativos se comportan de forma sorprendente y a veces incontrolable.

hayan causado más dolores de cabeza a los aprendices de las matemáücas, y también a los expertos,

de lo que lo ha hecho cualquier otra forma matemática. No se puede decir si un número positivo es el

resultado de la multiplicación de dos positivos o de dos negativos, cosa que puede ser confusa e incon-
veniente. ¿Por qué no se obtiene otra cosa que no sea un número positivo cuando dos negativos se mul-

tiplican o se dividen? Porque no existe razón matemática para que así sea.
Tal vez lo más sorprendente es que a pesar de la confusión que causan los negativos, y su indu-

dable utilidad, debería considerarse muy importante enseñarlos en toda su complejidad. No puedo
imaginar que muchas personas se conviertan en matemáticos debido a su fascinación por los negatí-

vos, sin importarles lo negativas que pueden ser sus visiones sobre la educación y el mundo en gene-

ral.

W.-Las fbnnas vertíales y adjetívalei, üenen luslorias difereutes- La idea de los uúiTieros uegalivos, con lodns sus dificultades, üeue al menos 2000 aflos,

pero según im dicciouario, e] primer uso de - como el signo de la sustraccióu apuieciú en 1673
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¿EXISTIERON ALGUNA VEZ LAS MATEMÁTICAS SIN LÁGRIMAS?

Las historias de las matemáticas tienden a hacer que el desarrollo de nuestras ideas básicas

sobre los números suene a algo gracioso y poco complicado. Imagino diferentes escenarios.

Imagino a un antiguo pastor, o quien quiera que fuera, tratando desesperadamente de conven-

cer a sus amigos de que una piedrecilla significaba una oveja mientras ellos moneaban la cabeza con

tanta confusión como las mismas ovejas. Imagino al pastor tratando de señalar tres ovejas, mientras

sus amigos se preguntaban si se refería a la oveja que siempre se quedaba en un rincón o a la que esta-

ba coja de una pata. Imagino a los amigos que perdían la paciencia cuando el pastor señalaba a dos

grupos de ovejas y defendía que uno era tres y el otro cuatro - hasta que una oveja vagara de un grupo
a otro y los grupos se convirtieran en uno de dos y otro de cinco.

Imaginemos las primeras luchas al dar nombre a las piedrecillas individuales o a los dedos,
entre personas que apenas sabían nombrarse unos a otros. Y una piedrecilla que se nombraba como

uno en unas ocasiones y dos , en otras. ¿Cómo se pudo apañar cualquiera para explicar que los

números tenían que estar en el mismo orden, cuando el orden numérico por sí mismo era un concep-

to nebulosa y poco familiar? ¿Cuántos números tuvieron que ser inventados antes de que las personas
adquirieran la idea de que la numeración podría continuar por siempre? ¿T\ivo el recuento que ir dando

bandazos del dos al tres y al cuatro, tal vez a número por generación o por siglo, antes de que despe-

gara como un cohete cuando las personas se dieran cuenta de que no había fin en el proceso, en cuyo
punto surgiría otro grupo de problemas?

Observo enormes conflictos entre el grupo de personas que prefería contar con piedrecillas y

el grupo de personas que pensaba que lo natural era hacerlo con muescas, Imagino los malentendidos

y los conflictos entre los grupos que preferían contar con un sistema de base determinado en vez de
con otro, o eschbir con un sistema de colocación de los números en vez de con otro. Imagino a los

entusiastas dispuestos a aniquilar o desterrar a los defensores de las prácticas numéricas "anormales".

Imagino al clero intentado mantener los secretos numéricos para ellos solos, a los hombres de nego-

cios intentando robar la tecnología sagrada para fines comerciales, y los burócratas intentando organi-

zarse del mismo modo - y para colmo desafiándose. Ni siquiera puedo evitar contemplar los apuros

de los profesores en aquellos matemáticamente tumultuosos tiempos, por no hablar de aquellas perso-

ñas que pensaron que los números eran una indulgencia caprichosa e innecesaria que la economía no

podía permitirse o quienes dijeron que simplemente no tenían cerebro para las matemáticas.

Y todo esto habría ocumdo durante siglos. Los primeros humanos no se tropezaron con los

aspectos fundamentales del sistema numérico, del modo en que todo lo matemático está al alcance de
la mano de forma conveniente en la actualidad. Se requería algo más que intuición e ingenuidad; habrí-

an sido necesarias grandes cantidades de tacto, detemünación, perseverancia, politiqueo, desespera-
ción e incluso den-amamiento de sangre.

Y cuando pienso en todo esto, más respeto al niño que resuelve "lo básico" en pocos años,
ayudado por los adultos que creen que todo lo relacionado con los números es ante todo sencillo y

evidente.
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Pero en el ejemplo de la deuda, estamos básicamente usando números positivos - sustrayendo

un número posiüvo de otro, con una diferencia positiva entre ambos. No existe el euro negativo. Si se

debe, es una canüdad de euros positiva. Y sustraer números negativos es otra cosa. Si se trata de dedu-
cir 6 negativo (- 6) de 3, el resultado matemático es 9, que significa que se termina con más de lo que

se empieza. Esto tiene sentido sólo matemáticamente, pero no en otra manera.
Para calcular 3 - (- 6), como en el ejemplo anterior, es necesario emplear la raía pero familiar

regla de que dos negativos hacen un positivo (aunque dos errores, no hacen un acierto), que todos

hemos aprendido - quizás sin apenas comprenderlo - en la escuela.
El concepto matemático de los números negativos se complica cuando se mezclan positivos

con negativos, y negativos con negativos.

Sustraigamos un negativo de un positivo y el resultado (como hemos visto) es un positivo aún

más mayor: 3 - (- 6) = 9. Sustraigamos un negativo de otro negativo y el resultado es un número mayor

que puede ser positivo, negativo o cero; por ejemplo (-3)-(-6) =3; (-4)-(- 2) =-2y (-4)-(-4) =0
Y el asunto es del todo de locos (conceptual, no matemáücamente) con la multiplicación y la

división. Si multiplicamos dos números positivos, el resultado - bastante lógico - es otro número posi-

üvo: 3x6=18. Pero si multiplicamos dos negativos, el resultado también es positivo (-3) x (-6) = 18.

Solamente se obtíene un número negativo cuando uno de los números que se multiplican es negativo,

y en ese caso no importa cuál de los dos sea: (-3) x6=-18y3x (-6) = -18.
Si dividimos un número negativo por otro número negativo, el resultado es posiüvo: (-6) U (-

3) = 2. Pero cuando una de las dos cantidades es positiva y la otra negativa, el resultado es negativo:

(-6) I[ 3 = - 2 y 6 F[ (-3) = - 2. Nada de esto se puede explicar con demostraciones que no sean mate-

míticas; se puede aprender si acaso como regla, y comprenderse solamente con las matemáticas - si

el que aprende no ha roto antes el muro de cristal.
Incluso en la terminología y la notación matemáücas, existen ambigüedades y confusiones

alrededor de la negación. La palabra "menos" y el signo - se emplean como verbos para la operación

de sustracción y a veces también como adjetivos para designar una cantidad negativa47 ("menos tres'

y -3). Esta es la razón por la que coloco paréntesis en los números en algunas de mis anteriores dis-

cusiones, esperando que (4) y (-4) sean algo más claros que 4 y -^.
Es solamente debido a que existen los números negativos por lo que nos referimos a los núme-

ros de contar, los números que normalmente usamos, como números "positivos" (Lastima los estu-

diantes inquisitivos que preguntan por qué algunos números son posiüvos; la única respuesta es que

sirven para distinguirlos de los negaüvos intrusos). Debido a la conñisión que los números negativos
pueden causar, a veces es necesario denotar claramente los números positivos - no simplemente como

4, sino como +4 - por lo que se hace imprescindible escribir cosas como 4 + (+4). En otras ocasiones

el signo + se debe dar por entendido, de modo que debemos pensar que 2+2=4 es "realmente" (+2) +

(+2)=(+4).
Los negativos se comportan de forma sorprendente y a veces incontrolable.

hayan causado más dolores de cabeza a los aprendices de las matemáücas, y también a los expertos,

de lo que lo ha hecho cualquier otra forma matemática. No se puede decir si un número positivo es el

resultado de la multiplicación de dos positivos o de dos negativos, cosa que puede ser confusa e incon-
veniente. ¿Por qué no se obtiene otra cosa que no sea un número positivo cuando dos negativos se mul-

tiplican o se dividen? Porque no existe razón matemática para que así sea.
Tal vez lo más sorprendente es que a pesar de la confusión que causan los negativos, y su indu-

dable utilidad, debería considerarse muy importante enseñarlos en toda su complejidad. No puedo
imaginar que muchas personas se conviertan en matemáticos debido a su fascinación por los negatí-

vos, sin importarles lo negativas que pueden ser sus visiones sobre la educación y el mundo en gene-

ral.
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CAPÍTULO 7

Designar, ordenar y cuantificar

"Número" es una palabra con varios significados, no todos matemáticos. A veces la palabra se

usa simplemente para referirse a una forma determinada, por ejemplo, un signo en un trozo de papel.
En este sentído, son términos alternativos para los números, cuando nos estamos refiriendo únicamente

a los signos, las palabras numerales y dígitos. Escribimos los numerales 1, 3 y 7 cuando queremos
escribir el número 137.

Los signos tienen nombres familiares (como "uno", "dos", tres", "cuatro"') pero los nombres

no significan nada más allá de lo que identifica el signo en sí. Cuatro" en esas circunstancias signi-

fica el numeral 4 - cuando, por ejemplo, pido al pintor que ponga un cuatro" en mi puerta o cuando

voy a una ferretería y pido "un cuatro y dos sietes, porfavoi". Eso es todo.

Se han encontrado muchos usos para los números que no son matemáticos. El mundo físico

está repleto de números que parece que estén haciendo algo matemático, pero que son extraños que
han pasado de contrabando por la frontera para realizar un trabajo no matemático que bien podría

hacerse por medios locales. Dichos números se usan como etiquetas de idenü&cación y el único sig-

nificado que tienen proviene de aquello con lo que vaya conectado. Igualmente podrían usarse letras
del alfabeto.

DENOMINACIÓN

Los números que no se refieren a nada más que al objeto con el que van conectados se les

llama categóricos - nombran una categoría o un ejemplo de categoría. Los numerales colocados nor-

malmente en el dorsal de los uniformes de los atletas son números categóricos. El número de la cami-

seta de un jugador de jockey no nos dice nada excepto quién es el jugador. Si el número no nos dice

nada más que quién es el jugador, es debido a algo que sabemos sobre el individuo, no sobre el núme-

El uso "propio" de los números

En esencia, el número del dorsal de la camiseta de un atleta ñmciona como un nombre propio.

Los gramáticos incluyen una categoría especial dentro del lenguaje para los "nombres propios (como
los nombres de las personas, los lugares y los barcos). Dudan de si los nombres propios deberían con-

siderarse palabras, en el sentido lingüísüco, porque no tienen significado alguno, no en el sentido de
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una definición. Es la razón por la que los nombres propios no aparecen en la mayoría de los dicciona-
ños. No tiene sentido decir, "¿ Cómo definiríamos John E Kennedy?" John F. Kennedy se refiere a un

personaje histórico (o a un barco o a una escuela o a un edificio público con el mismo nombre), y a

nada más. Si digo que el nombre de mi amigo es Jorge Juan, no estoy diciendo nada de él salvo que

se llama Jorge Juan.
Los gramáticos dicen que los nombres propios poseen referencias pero no tienen sentido.

Denotan pero no connotan. Y así es como se comportan los numerales cuando se usan categórica-

mente. No tienen significado alguno más allá de la persona o el objeto con el que van conectados; tie-

nen referencia pero no tienen sentido. Tal vez deberían llamarse "números propios", sin ser una parte

más significativa dentro de las matemáticas como lo puedan ser los nombres propios en el lenguaje.

La similitud de los números categóricos con otros üpos de números más significativos, como la simi-

litud de los nombres propios con palabras más significaüvas, es solamente una coincidencia.

La inmensa mayoría de los números que nos rodean son categóricos o principalmente cate-

góricos. Su familiaridad nos priva de reconocerlos por lo que son, números sin significado. No nos

hace falta que los números usados categóricamente tengan ningún "sentido numérico .

Los números se colocan en los dorsales de los aüetas para su mejor identificación porque los

números son normalmente (aunque no siempre) más grandes y más fáciles de leer que los nombres.

Las letras del alfabeto podrían igualmente servir, en realidad son más económicas. Los números del 1

al 9, solos o en pareja, distinguirán solamente 99 jugadores, mientras que las letras de la A a la Z, en

sus distintas combinaciones, distinguirían 702 individuos. En contraste con los números, sin embargo,
las letras pueden parecer que tienen significado si la combinación es EU, ES, OK o cualquier otra

sugerente combinación.
No se puede hacer nada aritmético con los numerales usados de forma categórica - no se puede

decir que el jugador número 36 es tres veces mejor que el jugador número 12 o que el equipo 4 tiene

dos veces más jugadores que el equipo 2. Los números no se pueden combinar o comparar unos con

otros; no tienen sentido matemáüco. Los números en el dorsal del jugador no significan lo mismo que

los números en el marcador del campo.
Muchos de los números con los que nos encontramos en la vida diaria tienen función categó-

rica o podrían tenerla: los números de los autobuses, las matrículas de los coches, las entradas de los
espectáculos, los billetes de lotería y los libros en las bibliotecas. No podemos hacer nada matemáEi-

co con eUos - no tiene sentido sumarlos o sacar su raíz cuadrada.
Los "números seriales" en los productos manufacturados son básicamente números categóri-

cos de identificación; pueden significar algo para los fabricantes, pero para nadie más. Mi ordenador

tiene el número de registro BX 4628; me pregunto si eso significa algo para el dueño del ordenador

BX 4627, o si dene alguna importancia el hecho de que mi ordenador sea mucho mejor que el BX

2314. Todo tiene hoy día un número de identificación, desde las radios a los microondas o los auto-

móviles y los aviones - y por supuesto, las personas. Los individuos tienen número de la seguridad

social, número del carné de idenüdad, número de la tarjeta de crédito y "números de identificación per-

sonaF para comunicarse con las máquinas en vez de con las personas. Ninguno de esos números tiene

significado alguno, ni matemático ni de otro tipo.

ORDENAMIENTO

Sin embargo, a veces, se puede derivar significado de los números categóricos debido al modo

sistemático en el que se emplean. Si estamos en la calle 42 y avanzamos un barrio y nos encontramos
en la calle 43, es razonable suponer que nos dirigimos a la calle 44, incluso si hay calles intermedias

con nombres en vez de con números y no nos permiten calcular exactamente cuántas calles nos sepa-

ran de nuestro destino. Los números en los lomas de los libros de una biblioteca indican dónde están
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colocados en relación unos con otros en las estanterías, incluso si los números no son consecutivos. Si

tenemos el número 47 en una cola, sabemos que vamos delante del que tenga el 56 pero detrás del que
tenga el 32, incluso si alguno ha sacado más de un número o si otros han tirado el número y se han

ido. Sabemos que alguien nacido en 1948 es mayor que otro que haya nacido en 1963, incluso si no

calculamos los anos que se llevan. Podemos sacar esas conclusiones porque estamos familiarizados
con el orden numérico.

Ordenar los números

La razón por la que los números que ñincionan categóricamente pueden conllevar un signifi-
cado más allá de la simple idenüñcación o la localización de un objeto es que se pueden localizar de
forma consistente, en el orden de la cantmela de los números. Respetando el orden convencional de

los números, podemos emplearlos de muchas maneras productivas. Los números están todavía redis-

tribuidos categóricamente, pero se pueden usar para indicar una posición relativa en el tiempo y en el
espacio. Se convierten en ordinales (con significado de "ordenado"}.

El orden numérico nos permite organizar y contrastar todo tipo de objetos y acontecimientos

- podemos decir que algo es mayor que, menor que, o igual que algo, en edad, tamaño, peso, rango,
altitud, proximidad en el tiempo, proximidad en el espacio, cantidad, cualidad y oü-os atributos que

queramos considerar. La posibilidad de usar los números en este modo ordenado es una fuente enor-

me de poder, asequible porque podemos recitar, y construir sin fin, los números en un orden serial que

prácticamente todo el mundo conoce y nadie discute. Podemos estar en contra del modo en que el
orden numérico (o alfabético) se usa, pero nadie podrá jamás defender que el mundo sería mejor si el
7 viniera antes del 3 (o la M antes de la G en el alfabeto).

El orden numérico no se encuentra en el mundo físico, excepto cuando lo colocamos allí. No

existe orden" en el mundo natural porque no hay números en él. La noción de orden - con las ideas
asociadas de "mayor que", "menor que" y "igual que" - proviene de nuestro fértil cerebro.

No existe forma alguna de que nadie nos diga qué es el orden; tenemos que entender el orden

para entender su explicación. No existe modo alguno de que nadie nos muestre qué es el orden; sin

una comprensión previa, la demostración es mútil. El orden no reside en los objetos, sino en las rela-
dones. No podemos mirar un árbol que está aislado y decir que tiene la propiedad de ser más alto, más

verde o más cercano. Nada viene con un orden inherente, incluidos los números. Podemos aprender

los números en el orden convencional en forma de cantinela numérica, pero la idea o el concepto de

orden que asociamos con los números la tenemos que construir nosotros mismos. Proporcionamos el

sentido del orden que permite a los números organizarse "numéricamente". Y a partir de la organiza-

ción de los números, podemos crear organización en el resto de nuestro mundo.

Ya no adjudicamos los números a los objetos y los acontecimientos de forma arbitraria, como

hacemos con el uso categónco de los números, pero si los ponemos en algún determinado tipo de

orden. Estamos adjudicando objetos y acontecimientos a los números, a una estructura en nuestra pro-

pia mente. Los números, literalmente, mandan.

El uso creativo del orden numérico

El establecimiento de un orden invariable en el que decir los números y pensar en ellos puede

parecer un logro modesto, pero faciUta en gran medida la organización de nuestras vidas cotidianas.

El uso ordinal de los números - aplicación sistemática sin cálculo - es inmenso en nuestra sociedad.

Aún así, el orden numérico ocupa con toda probabilidad un segundo puesto en nuestra vida

(nótese la expresión ordinal) con respecto al orden alfabético, donde no existe claramente relación con
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La similitud de los números categóricos con otros üpos de números más significativos, como la simi-

litud de los nombres propios con palabras más significaüvas, es solamente una coincidencia.

La inmensa mayoría de los números que nos rodean son categóricos o principalmente cate-

góricos. Su familiaridad nos priva de reconocerlos por lo que son, números sin significado. No nos

hace falta que los números usados categóricamente tengan ningún "sentido numérico .

Los números se colocan en los dorsales de los aüetas para su mejor identificación porque los

números son normalmente (aunque no siempre) más grandes y más fáciles de leer que los nombres.

Las letras del alfabeto podrían igualmente servir, en realidad son más económicas. Los números del 1

al 9, solos o en pareja, distinguirán solamente 99 jugadores, mientras que las letras de la A a la Z, en

sus distintas combinaciones, distinguirían 702 individuos. En contraste con los números, sin embargo,
las letras pueden parecer que tienen significado si la combinación es EU, ES, OK o cualquier otra

sugerente combinación.
No se puede hacer nada aritmético con los numerales usados de forma categórica - no se puede

decir que el jugador número 36 es tres veces mejor que el jugador número 12 o que el equipo 4 tiene

dos veces más jugadores que el equipo 2. Los números no se pueden combinar o comparar unos con

otros; no tienen sentido matemáüco. Los números en el dorsal del jugador no significan lo mismo que

los números en el marcador del campo.
Muchos de los números con los que nos encontramos en la vida diaria tienen función categó-

rica o podrían tenerla: los números de los autobuses, las matrículas de los coches, las entradas de los
espectáculos, los billetes de lotería y los libros en las bibliotecas. No podemos hacer nada matemáEi-

co con eUos - no tiene sentido sumarlos o sacar su raíz cuadrada.
Los "números seriales" en los productos manufacturados son básicamente números categóri-

cos de identificación; pueden significar algo para los fabricantes, pero para nadie más. Mi ordenador

tiene el número de registro BX 4628; me pregunto si eso significa algo para el dueño del ordenador

BX 4627, o si dene alguna importancia el hecho de que mi ordenador sea mucho mejor que el BX

2314. Todo tiene hoy día un número de identificación, desde las radios a los microondas o los auto-

móviles y los aviones - y por supuesto, las personas. Los individuos tienen número de la seguridad

social, número del carné de idenüdad, número de la tarjeta de crédito y "números de identificación per-

sonaF para comunicarse con las máquinas en vez de con las personas. Ninguno de esos números tiene

significado alguno, ni matemático ni de otro tipo.

ORDENAMIENTO

Sin embargo, a veces, se puede derivar significado de los números categóricos debido al modo

sistemático en el que se emplean. Si estamos en la calle 42 y avanzamos un barrio y nos encontramos
en la calle 43, es razonable suponer que nos dirigimos a la calle 44, incluso si hay calles intermedias

con nombres en vez de con números y no nos permiten calcular exactamente cuántas calles nos sepa-

ran de nuestro destino. Los números en los lomas de los libros de una biblioteca indican dónde están
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colocados en relación unos con otros en las estanterías, incluso si los números no son consecutivos. Si

tenemos el número 47 en una cola, sabemos que vamos delante del que tenga el 56 pero detrás del que
tenga el 32, incluso si alguno ha sacado más de un número o si otros han tirado el número y se han

ido. Sabemos que alguien nacido en 1948 es mayor que otro que haya nacido en 1963, incluso si no

calculamos los anos que se llevan. Podemos sacar esas conclusiones porque estamos familiarizados
con el orden numérico.

Ordenar los números

La razón por la que los números que ñincionan categóricamente pueden conllevar un signifi-
cado más allá de la simple idenüñcación o la localización de un objeto es que se pueden localizar de
forma consistente, en el orden de la cantmela de los números. Respetando el orden convencional de

los números, podemos emplearlos de muchas maneras productivas. Los números están todavía redis-

tribuidos categóricamente, pero se pueden usar para indicar una posición relativa en el tiempo y en el
espacio. Se convierten en ordinales (con significado de "ordenado"}.

El orden numérico nos permite organizar y contrastar todo tipo de objetos y acontecimientos

- podemos decir que algo es mayor que, menor que, o igual que algo, en edad, tamaño, peso, rango,
altitud, proximidad en el tiempo, proximidad en el espacio, cantidad, cualidad y oü-os atributos que

queramos considerar. La posibilidad de usar los números en este modo ordenado es una fuente enor-

me de poder, asequible porque podemos recitar, y construir sin fin, los números en un orden serial que

prácticamente todo el mundo conoce y nadie discute. Podemos estar en contra del modo en que el
orden numérico (o alfabético) se usa, pero nadie podrá jamás defender que el mundo sería mejor si el
7 viniera antes del 3 (o la M antes de la G en el alfabeto).

El orden numérico no se encuentra en el mundo físico, excepto cuando lo colocamos allí. No

existe orden" en el mundo natural porque no hay números en él. La noción de orden - con las ideas
asociadas de "mayor que", "menor que" y "igual que" - proviene de nuestro fértil cerebro.

No existe forma alguna de que nadie nos diga qué es el orden; tenemos que entender el orden

para entender su explicación. No existe modo alguno de que nadie nos muestre qué es el orden; sin

una comprensión previa, la demostración es mútil. El orden no reside en los objetos, sino en las rela-
dones. No podemos mirar un árbol que está aislado y decir que tiene la propiedad de ser más alto, más

verde o más cercano. Nada viene con un orden inherente, incluidos los números. Podemos aprender

los números en el orden convencional en forma de cantinela numérica, pero la idea o el concepto de

orden que asociamos con los números la tenemos que construir nosotros mismos. Proporcionamos el

sentido del orden que permite a los números organizarse "numéricamente". Y a partir de la organiza-

ción de los números, podemos crear organización en el resto de nuestro mundo.

Ya no adjudicamos los números a los objetos y los acontecimientos de forma arbitraria, como

hacemos con el uso categónco de los números, pero si los ponemos en algún determinado tipo de

orden. Estamos adjudicando objetos y acontecimientos a los números, a una estructura en nuestra pro-

pia mente. Los números, literalmente, mandan.

El uso creativo del orden numérico

El establecimiento de un orden invariable en el que decir los números y pensar en ellos puede

parecer un logro modesto, pero faciUta en gran medida la organización de nuestras vidas cotidianas.

El uso ordinal de los números - aplicación sistemática sin cálculo - es inmenso en nuestra sociedad.

Aún así, el orden numérico ocupa con toda probabilidad un segundo puesto en nuestra vida

(nótese la expresión ordinal) con respecto al orden alfabético, donde no existe claramente relación con
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cantidades. El orden es enormemente importante en culturas burocráticamente organizadas y ha hecho

posible gran parte de la sociedad contemporánea. Imaginemos el caos de nuestras bibliotecas, diccio-

nanos, enciclopedias, listines telefónicos, atlas y callejeros, sin mencionar las listas de direcciones y

el censo de Hacienda sin un orden alfabético.
Pero está teniendo lugar una dramática revolución. El valor del orden alfabético y numérico

está disminuyendo y pronto desaparecerá, en lo que respecta a los ordenadores. Las búsquedas elec-
bromeas se pueden realizar con tal rapidez en las gigantescas bases de datos que no existe ventaja algu-

na en almacenar elementos individuales en orden alfabético o numérico.

Orden sin distancia ni dirección

Cuando se usan los números o las letras en su orden convencional y predecible, todo se puede

colocar en un lugar del cual se puede sacar rápidamente. Pero los números ordinales no se pueden usar

para el cálculo porque no tienen por qué ser consecutivos o empezar por un punto fijo. Cuando se saca

un número en un supermercado, que te indica cuál es el turno en el que atenderán, no importa en qué

número empieza la serie, solamente importa cuántas personas hay por delante. En una compedción de
patinaje sobre hielo la puntuación máxima es 6, pero nadie obtiene O a menos que lo descalifiquen o

que no se presente a la pmeba. No importa dónde empieza la numeración - puede ser O o 1 o cualquier

otro número por debajo del máximo que es 6.
El hecho de que un número "nada" no haga falta en un orden numérico es una de las razones

de la conñisión y la controversia que durante siglos hubo antes de que se aceptara el cero en la comu-

nidad matemática. Raramente alguien empieza a contar desde O si se le pide que cuente hasta cinco o

hasta diez.
No es necesario que los números que se usan ordinalmente "parían" del 1 (o del 0) hasta el

10, o hasta otro máximo. Los números igualmente podrían ir hacia "atrás" - el orden es igual de fia-

ble. No existe dirección lógica en la que los ordinales deban ir. Muchos juegos cuentan hacia atrás

(como los dardos, que normalmente van desde el 501 o el 301 hasta el 0). La "cuenta atrás" en el des-

pegue de una nave espacial usa los números en el orden inverso. Podemos decir que algunos números

son "más grandes" o más "altos" que otros, que el 17 es "más alto" que el 14, pero esto es sknple-

mente un modo convencional de hablar de los números. Cuando los números se usan con fines ordi-

nales, más alto no significa necesariamente que tenga prioridad o un valor mayor. Intentemos decir a

alguien que es "número uno" en un acontecimiento deportivo que ese número es menor que 2 o 3.

En ocasiones no todos los números que se encuentran en los extremos de una secuencia son

útiles. Puede que haya cierto vacío arbitrario, por ejemplo, en el marcador del tenis, donde los pun-

tos" saltan del O ("nada") a 15, 30 y 40 y después, si fuera necesario, se van repitiendo los juegos. En

el Bridge, los puntos de las bazas son múltiplos de 10, que comienzan en 20, y avanza con varias gra-

tificaciones o penalizaciones y puntuaciones múltiplos de 50, con lo que se pueden conseguir resulta-

dos de miles de puntos. Otros deportes y juegos de cartas funcionan con puntuaciones crecientes (o

decrecientes), pero arbitrarias en cualquier caso. Algunas competiciones (como el boxeo, el buceo o

la gimnasia) otorgan puntuaciones en forma de fracciones decimales.

CUANTIFICACIÓN

Se puede pensar en el sistema numérico como en una cadena con un número infinito de esla-
bones, un rosario de perlas sin fm, o una sucesión ilimitada de ladrillos o de piedrecillas, o cualquier

otra forma metafórica, pero ninguna de estas descripciones se debería tomar en sentido literal. Una

cadena real o una. secuencia de perlas o ladrillos no podría por sí misma consütuir un sistema numé-
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rico. Una perla (o un ladrillo) en un lugar no podría jamás sustituir a otra en otro lugar, y ese no es el

caso de los números. Tenemos que hablar de los números metafóricamente porque no tienen existen-
cia tangible. Infundimos números a los objetos (o a los sonidos o a las unidades de medida) cuando

los relacionamos con la idea de numeridad, al igual que le infundimos orden. Y todo por dos razones:

1. porque cada número entero es exactamente uno más que el antenor, y

2. porque nosotros (a veces) colocamos nuestro sistema numérico en el mundo y los elemen-
tos que incluimos se ñjsionan con las propiedades relaciónales de los números.

Hacemos que dos lápices y tres lápices equivalgan a cinco lápices.

La relación fundamental entre números

Una diferencia crucial entre el alfabeto y el sistema numérico es que mientras las letras del

alfabeto no se relacionan esencialmente unas con obras - no importaría que estuvieran reorganizadas

en diferente orden, excepto que confundirían lo que hemos organizado alfabéticamente - los números

están sujetos a un patrón inmutable de relaciones. Esto incluye los números que ni siquiera hemos
usado, ni pensado.

No podríamos contar "uno, dos, tres, cinco, cuatro'9 de la misma forma que diríamos " A, B,

C, E, D - no sin cambiar el significado de "cinco" y "cuatro" de manera que "cinco" significara todo

lo que ahora significa "cuaíro" y "cuatro" ocupara el lugar que ahora ocupa "cinco". Eso es porque

existe un conjunto cerrado de relaciones entre los números que no existe entre las letras del alfabeto.

Cada número49 es exactamente uno más que el antenor. Esto no es cuestión de espacio, aunque

con frecuencia se consideran los números como si ñieran segmentos equidistantes en un^ línea, por

ejemplo cuando decimos que seis se encuentra en la mitad entre cuatro y ocho. Esto, una vez más, es
una metáfora. La distancia entre números existe solamente en términos de los números. Seis está a

mitad de camino entre cuatro y ocho matemáücamente hablando; no importaría si los numerales ñie-

ran físicamente de tamaños distintos y se encontraran físicamente a diferentes distancias, como:

Cada número entero es mayor que el número que le precede, y por lo tanto menor que el núme-

ro que le sigue. Esto es una simple cuestión de lenguaje. Pero para ser precisos (y matemáticos), cada

número es exactamente uno mayor que el que le precede y exactamente uno menor que el que le sigue.

Todas las demás propiedades de los números y de las matemáticas parten de esta relación fundamen-

tal. Puesto que tres es uno más que dos, y cuatro uno más que tres, cuatro tiene que ser dos más que
dos - en realidad, cuatro es "dos veces" dos. Cada número conoce su lugar preciso. En cuanto hace-

mos esta progresión de un número preciso al siguiente, cada paso es exactamente uno. En ese momen-

to estamos en la otra parte del muro de cristal. Nos encontramos en el mundo de las matemáticas.

¿Por qué cada elemento de la secuencia numérica es siempre "uno" más que su predecesor y
uno menos que su antecesor?¿Por qué es "uno", de forma que tres es exactamente un "uno" más que

dos y cuatro es dos "unos" más que dos, todos tan bien inteirelacionados e interminablemente prede-
cibles? La respuesta siempre es la fundamental distinción cognitiva y natural del singular que hace el

lenguaje. Mientras que el plural - por definición - puede ser algo más que uno, el singular - igual-

mente por definición - es un todo, una unidad, un elemento una entidad por sí mismo; es literalmen-

te "singular". Nada puede ser menos que uno y continuar siendo entero. Nada puede ser menos que

uno y continuar siendo singular. En palabras de una canción popular, "uno es uno y solamente uno y

siempre será asf. Al convertir la pluralidad en una sucesión ordenada de singularidades, creamos el

numero.
48.-Estoy hablando de loa números "emeros" aquí. Esie punto se aclarará más Btlelanle
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cantidades. El orden es enormemente importante en culturas burocráticamente organizadas y ha hecho
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nanos, enciclopedias, listines telefónicos, atlas y callejeros, sin mencionar las listas de direcciones y

el censo de Hacienda sin un orden alfabético.
Pero está teniendo lugar una dramática revolución. El valor del orden alfabético y numérico

está disminuyendo y pronto desaparecerá, en lo que respecta a los ordenadores. Las búsquedas elec-
bromeas se pueden realizar con tal rapidez en las gigantescas bases de datos que no existe ventaja algu-

na en almacenar elementos individuales en orden alfabético o numérico.

Orden sin distancia ni dirección

Cuando se usan los números o las letras en su orden convencional y predecible, todo se puede

colocar en un lugar del cual se puede sacar rápidamente. Pero los números ordinales no se pueden usar

para el cálculo porque no tienen por qué ser consecutivos o empezar por un punto fijo. Cuando se saca

un número en un supermercado, que te indica cuál es el turno en el que atenderán, no importa en qué

número empieza la serie, solamente importa cuántas personas hay por delante. En una compedción de
patinaje sobre hielo la puntuación máxima es 6, pero nadie obtiene O a menos que lo descalifiquen o

que no se presente a la pmeba. No importa dónde empieza la numeración - puede ser O o 1 o cualquier

otro número por debajo del máximo que es 6.
El hecho de que un número "nada" no haga falta en un orden numérico es una de las razones

de la conñisión y la controversia que durante siglos hubo antes de que se aceptara el cero en la comu-

nidad matemática. Raramente alguien empieza a contar desde O si se le pide que cuente hasta cinco o

hasta diez.
No es necesario que los números que se usan ordinalmente "parían" del 1 (o del 0) hasta el

10, o hasta otro máximo. Los números igualmente podrían ir hacia "atrás" - el orden es igual de fia-

ble. No existe dirección lógica en la que los ordinales deban ir. Muchos juegos cuentan hacia atrás

(como los dardos, que normalmente van desde el 501 o el 301 hasta el 0). La "cuenta atrás" en el des-

pegue de una nave espacial usa los números en el orden inverso. Podemos decir que algunos números

son "más grandes" o más "altos" que otros, que el 17 es "más alto" que el 14, pero esto es sknple-

mente un modo convencional de hablar de los números. Cuando los números se usan con fines ordi-

nales, más alto no significa necesariamente que tenga prioridad o un valor mayor. Intentemos decir a

alguien que es "número uno" en un acontecimiento deportivo que ese número es menor que 2 o 3.

En ocasiones no todos los números que se encuentran en los extremos de una secuencia son

útiles. Puede que haya cierto vacío arbitrario, por ejemplo, en el marcador del tenis, donde los pun-

tos" saltan del O ("nada") a 15, 30 y 40 y después, si fuera necesario, se van repitiendo los juegos. En

el Bridge, los puntos de las bazas son múltiplos de 10, que comienzan en 20, y avanza con varias gra-

tificaciones o penalizaciones y puntuaciones múltiplos de 50, con lo que se pueden conseguir resulta-

dos de miles de puntos. Otros deportes y juegos de cartas funcionan con puntuaciones crecientes (o

decrecientes), pero arbitrarias en cualquier caso. Algunas competiciones (como el boxeo, el buceo o

la gimnasia) otorgan puntuaciones en forma de fracciones decimales.

CUANTIFICACIÓN

Se puede pensar en el sistema numérico como en una cadena con un número infinito de esla-
bones, un rosario de perlas sin fm, o una sucesión ilimitada de ladrillos o de piedrecillas, o cualquier

otra forma metafórica, pero ninguna de estas descripciones se debería tomar en sentido literal. Una

cadena real o una. secuencia de perlas o ladrillos no podría por sí misma consütuir un sistema numé-
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rico. Una perla (o un ladrillo) en un lugar no podría jamás sustituir a otra en otro lugar, y ese no es el

caso de los números. Tenemos que hablar de los números metafóricamente porque no tienen existen-
cia tangible. Infundimos números a los objetos (o a los sonidos o a las unidades de medida) cuando

los relacionamos con la idea de numeridad, al igual que le infundimos orden. Y todo por dos razones:

1. porque cada número entero es exactamente uno más que el antenor, y

2. porque nosotros (a veces) colocamos nuestro sistema numérico en el mundo y los elemen-
tos que incluimos se ñjsionan con las propiedades relaciónales de los números.

Hacemos que dos lápices y tres lápices equivalgan a cinco lápices.

La relación fundamental entre números

Una diferencia crucial entre el alfabeto y el sistema numérico es que mientras las letras del

alfabeto no se relacionan esencialmente unas con obras - no importaría que estuvieran reorganizadas

en diferente orden, excepto que confundirían lo que hemos organizado alfabéticamente - los números

están sujetos a un patrón inmutable de relaciones. Esto incluye los números que ni siquiera hemos
usado, ni pensado.

No podríamos contar "uno, dos, tres, cinco, cuatro'9 de la misma forma que diríamos " A, B,

C, E, D - no sin cambiar el significado de "cinco" y "cuatro" de manera que "cinco" significara todo

lo que ahora significa "cuaíro" y "cuatro" ocupara el lugar que ahora ocupa "cinco". Eso es porque

existe un conjunto cerrado de relaciones entre los números que no existe entre las letras del alfabeto.

Cada número49 es exactamente uno más que el antenor. Esto no es cuestión de espacio, aunque

con frecuencia se consideran los números como si ñieran segmentos equidistantes en un^ línea, por

ejemplo cuando decimos que seis se encuentra en la mitad entre cuatro y ocho. Esto, una vez más, es
una metáfora. La distancia entre números existe solamente en términos de los números. Seis está a

mitad de camino entre cuatro y ocho matemáücamente hablando; no importaría si los numerales ñie-

ran físicamente de tamaños distintos y se encontraran físicamente a diferentes distancias, como:

Cada número entero es mayor que el número que le precede, y por lo tanto menor que el núme-

ro que le sigue. Esto es una simple cuestión de lenguaje. Pero para ser precisos (y matemáticos), cada

número es exactamente uno mayor que el que le precede y exactamente uno menor que el que le sigue.

Todas las demás propiedades de los números y de las matemáticas parten de esta relación fundamen-

tal. Puesto que tres es uno más que dos, y cuatro uno más que tres, cuatro tiene que ser dos más que
dos - en realidad, cuatro es "dos veces" dos. Cada número conoce su lugar preciso. En cuanto hace-

mos esta progresión de un número preciso al siguiente, cada paso es exactamente uno. En ese momen-

to estamos en la otra parte del muro de cristal. Nos encontramos en el mundo de las matemáticas.

¿Por qué cada elemento de la secuencia numérica es siempre "uno" más que su predecesor y
uno menos que su antecesor?¿Por qué es "uno", de forma que tres es exactamente un "uno" más que

dos y cuatro es dos "unos" más que dos, todos tan bien inteirelacionados e interminablemente prede-
cibles? La respuesta siempre es la fundamental distinción cognitiva y natural del singular que hace el

lenguaje. Mientras que el plural - por definición - puede ser algo más que uno, el singular - igual-

mente por definición - es un todo, una unidad, un elemento una entidad por sí mismo; es literalmen-

te "singular". Nada puede ser menos que uno y continuar siendo entero. Nada puede ser menos que

uno y continuar siendo singular. En palabras de una canción popular, "uno es uno y solamente uno y

siempre será asf. Al convertir la pluralidad en una sucesión ordenada de singularidades, creamos el

numero.
48.-Estoy hablando de loa números "emeros" aquí. Esie punto se aclarará más Btlelanle
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Los números enteros son una sucesión interminable de unos", cada uno con su nombre pro-

pió y con su lugar ordenado y legítimo. La progresión sin fin se basa en esa distinción, una progresión

que está llena de relaciones útiles, inesperadas y bellas.
No encontramos números en el mundo físico. Tenemos que colocarlos allí. Pero los números

tampoco están en nuestra mente (a menos que los recitemos para nosotros mismo o hagamos "cálcu-

lo mental", que no es más mental" que la aritmética hecha en el papel, excepto porque la realizamos

en silencio para nosotros mismos). El número es una idea sin realizar en nuestras mentes hasta que se

manifiesta en la forma básica de la secuencia numérica, que se convierte así en un material manipula-

ble del mismo modo en que un carpintero manipula la madera.

La manipulación de números que podemos realizar en nuestra mente está limitada. Existe una

determinada memoria y un espacio de computación" disponibles para el cerebro y solamente los cál-

culos más simples se pueden hacer en el lenguaje hablado, en voz alta o en silencio. Pero con la ayuda

de sistemas notacionales - la representación visual de los números y su manipulación - se pueden lle-
var a cabo cálculos matemáticos de enorme complejidad (en ocasiones más allá de la duración de la

vida de cualquier persona), tanto en papel como con el ordenador. Los sistemas notacionales, que tie-
nen su historia antes de la invención de cualquier otra forma de lenguaje escrito, nos permiten hacer

cosas con la secuencia numérica, pero no hacen posible la secuencia numérica en primer lugar. Lo que
da vida a la secuencia numérica, y a sus infinitas posibilidades, es la cantinela infantil.

Contar (con un propósito)

Algunos de los signiñcados del verbo contar son claramente metafóricos, por ejemplo, cuan-
do decimos que determinadas personas "cuentan" porque son miembros importantes o influyentes de

una comunidad o grupo. Decimos que podemos contar con alguien o que esa falta no cuenta o que no

podemos contar con buen tiempo mañana. Otro de los significados de contar, ya discutido, es repro-
ducir la cantinela numérica. Decimos que enseñamos a los niños a "contar" cuando les enseñamos a

recitar las palabras numéricas, hasta el diez o el doce o el veinte. Les ensenamos algo más sobre con-

lar cuando les enseñamos las reglas combinatorias - cómo veintiuno y veintidós siguen a vein-

te", y cómo "treinta y uno" y "treinta y dos" siguen a treinta. Los niños pueden aprender a decir estas

palabras sin conferirles significado alguno. La palabra "contar" se usa, en este sentido, esencialmen-

te falta de significado, como cuando a veces se nos pide "contar hacia atrás" o hasta cien mientras los

demás se esconden. No hay nada matemáüco en estas actividades.

Pero el verbo "contar''1 es además transitivo; contamos cosas. En vez de simplemente decir,

"uno, dos, tres...", podemos contar "un dedo, dos dedos, tres dedos..." o un lápiz, dos lápices, tres

lápices..," podemos calcular, contar (en un sentido numérico), totalizar y cuantiñcar. Podemos la
secuencia numérica en objetos del mundo de una forma significativa, incluso antes de implicamos en

cualquier cálculo matemático. Esto se hace usando un número como adjetivo en vez de cómo nombre

o como pronombre. Pero un número es muy diferente de cualquier otro adjeüvo. Decir que hay cinco

manzanas es muy diferente a decir que hay manzanas verdes. La calidad de cinco no es una propiedad

de las manzanas de la misma forma que lo es su calidad de verde o incluso su peso o su sabor. Ninguna

de esas cosas cambia si añades más manzanas al grupo.
Al decir que hay cinco manzanas, las manzanas quedan impregnadas de la calidad de cinco.

Asimilan todas las propiedades de cinco (por eso la gente piensa que es obvio que cinco manzanas
muestran el número cinco). Decir que hay cinco manzanas significa que tienen las mismas propíeda-

des, numéricamente hablando, que el número cinco, q^e una más harán seis y que dos más, harán siete.
Contar de este modo supone un acto complejo, que implica:
• saber - o ser capaz de construir - la secuencia numérica, al menos hasta el número de obje-

tos que se deben contar,
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• Comprender que los números sucesivos se deben asignar una y solamente una vez a cada uno
de los objetos que se deben contar,

• Comprender que el orden en el que los objetos son numerados es irrelevante, aunque el orden
de los números en sí debe respetarse

• Y finalmente, comprender que el total de objetos (en sí mismo un concepto complejo) se

indica por el último número usado en la secuencia de recuento.

Por complicado que pueda ser, y aunque los niños normalmente aprenden a recitar de memo-

rieta la canünela numérica antes de ser capaces de hacer otra cosa, a veces demuestran que compren-
den las complejidades de contar antes de haber aprendido por completo la cantinela numérica. Pueden

"contar" un grupo de objetos que tengan frente a ellos con una secuencia tal que

Uno, dos, cmco, siete, tres

Terminando tal vez con algo como veinte doce" e incluso atreviéndose a decir que el núme-

ro total de objetos es "veinte doce" o cualquiera que sea el enorme número que han dicho. Respetan,
aunque no lo entiendan bien, el principio de "cardinalidad".

La noción de cuántos" no es fácil de asumir. Más" es más fácil. Los niños cuando comien-

zan a usar los números - cuando se dan cuenta de que algunos números son más largos" que otros -

normalmente "cuentan" bastante erráticamente. Cualquier número por encima de dos o tres se con-

vierte en cuatro o en siete o en cualquier otro número arbitrario. Contar es literalmente "uno, dos, un

montón... . Los niños han relacionado la idea de canüdad con los números, pero no de un modo pre-

ciso. Pero contar es muy complicado - un considerable logro intelectual que costó miles de años a la
humanidad dominar.

Numeridad

Contar en el sentido de totalizar o cuantificar requiere un nuevo concepto - el de numeridad o

canüdad - que no se puede entender si no se explica o se demuestra. Al usar nuestra cadena de núme-

ros, podemos decir que hay "cinco" personas o "siete" personas en un grupo y que un grupo de siete

personas es "más que" un grupo de cinco. ¿Pero qué significan esos números? el número cinco no sig-

nifíca un gmpo o total de cinco personas o cinco objetos o cualquier otra cosa en el mundo. Los tota-

les no existen en el mundo. Son una vez más producto de nuestro cerebro.49

Todo número tiene, por supuesto, un significado matemático. O para ser precisos, muchos sig-
nificados matemáticos, siempre que el número no se esté usando categóricamente. Diez significa dos

veces cinco o nueve más uno u once menos uno, etc. pero psicológicamente, el significado de los
números es limitado. Solamente los primeros números tienen algún significado específico; después de

eso, el único significado que los números tienen fuera de las matemáticas es su uso para designar

mayores o menores cantidades de más .
Existen indicativos de la disconünuidad cognitiva sustancial por encima de cuatro, cuando los

números abandonan el mundo de la experiencia perceptiva y funcionan solamente en el mundo de las

matemáticas. Por ejemplo, los niños a los tres años pueden ser capaces de recitar la cantinela numéri-

49.- Se hau llevado a cabo iunmnerables üwesagaciones sobre e] recuento de los niflos y su comprensrón sobre lo que estdn haciendo. Dos eruditos cuyos

primores informes conüuúan siendo mfluyeiiiBS en este campo son GELMAN y GALUSTEL (1978). Véase ademfis GELMAN (1979).

50 • COLMES y MORRISON (1979).
51.-CAREY(1978).
52.-CROMER(1971,citadoenHoLMBSyMoRR!SON, 1979, p. 212). Holmes y Momsonobserran que mientras que los unos luchar por darle senddo al
üempo, no tienen la misma dificullad con el espacio. Aprenden con rapidez In consislencia de los objecos y cómo inteimediar sus cueqios entre ellos. E]

senüilo visual de la penpecüva ya está construido
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Los números enteros son una sucesión interminable de unos", cada uno con su nombre pro-

pió y con su lugar ordenado y legítimo. La progresión sin fin se basa en esa distinción, una progresión
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da vida a la secuencia numérica, y a sus infinitas posibilidades, es la cantinela infantil.

Contar (con un propósito)
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do decimos que determinadas personas "cuentan" porque son miembros importantes o influyentes de
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ducir la cantinela numérica. Decimos que enseñamos a los niños a "contar" cuando les enseñamos a

recitar las palabras numéricas, hasta el diez o el doce o el veinte. Les ensenamos algo más sobre con-

lar cuando les enseñamos las reglas combinatorias - cómo veintiuno y veintidós siguen a vein-

te", y cómo "treinta y uno" y "treinta y dos" siguen a treinta. Los niños pueden aprender a decir estas

palabras sin conferirles significado alguno. La palabra "contar" se usa, en este sentido, esencialmen-

te falta de significado, como cuando a veces se nos pide "contar hacia atrás" o hasta cien mientras los

demás se esconden. No hay nada matemáüco en estas actividades.

Pero el verbo "contar''1 es además transitivo; contamos cosas. En vez de simplemente decir,

"uno, dos, tres...", podemos contar "un dedo, dos dedos, tres dedos..." o un lápiz, dos lápices, tres

lápices..," podemos calcular, contar (en un sentido numérico), totalizar y cuantiñcar. Podemos la
secuencia numérica en objetos del mundo de una forma significativa, incluso antes de implicamos en

cualquier cálculo matemático. Esto se hace usando un número como adjetivo en vez de cómo nombre

o como pronombre. Pero un número es muy diferente de cualquier otro adjeüvo. Decir que hay cinco

manzanas es muy diferente a decir que hay manzanas verdes. La calidad de cinco no es una propiedad

de las manzanas de la misma forma que lo es su calidad de verde o incluso su peso o su sabor. Ninguna

de esas cosas cambia si añades más manzanas al grupo.
Al decir que hay cinco manzanas, las manzanas quedan impregnadas de la calidad de cinco.

Asimilan todas las propiedades de cinco (por eso la gente piensa que es obvio que cinco manzanas
muestran el número cinco). Decir que hay cinco manzanas significa que tienen las mismas propíeda-

des, numéricamente hablando, que el número cinco, q^e una más harán seis y que dos más, harán siete.
Contar de este modo supone un acto complejo, que implica:
• saber - o ser capaz de construir - la secuencia numérica, al menos hasta el número de obje-

tos que se deben contar,

Designar, ordenar y cuantificar 71

• Comprender que los números sucesivos se deben asignar una y solamente una vez a cada uno
de los objetos que se deben contar,

• Comprender que el orden en el que los objetos son numerados es irrelevante, aunque el orden
de los números en sí debe respetarse

• Y finalmente, comprender que el total de objetos (en sí mismo un concepto complejo) se

indica por el último número usado en la secuencia de recuento.

Por complicado que pueda ser, y aunque los niños normalmente aprenden a recitar de memo-

rieta la canünela numérica antes de ser capaces de hacer otra cosa, a veces demuestran que compren-
den las complejidades de contar antes de haber aprendido por completo la cantinela numérica. Pueden

"contar" un grupo de objetos que tengan frente a ellos con una secuencia tal que

Uno, dos, cmco, siete, tres

Terminando tal vez con algo como veinte doce" e incluso atreviéndose a decir que el núme-

ro total de objetos es "veinte doce" o cualquiera que sea el enorme número que han dicho. Respetan,
aunque no lo entiendan bien, el principio de "cardinalidad".

La noción de cuántos" no es fácil de asumir. Más" es más fácil. Los niños cuando comien-

zan a usar los números - cuando se dan cuenta de que algunos números son más largos" que otros -

normalmente "cuentan" bastante erráticamente. Cualquier número por encima de dos o tres se con-

vierte en cuatro o en siete o en cualquier otro número arbitrario. Contar es literalmente "uno, dos, un

montón... . Los niños han relacionado la idea de canüdad con los números, pero no de un modo pre-

ciso. Pero contar es muy complicado - un considerable logro intelectual que costó miles de años a la
humanidad dominar.

Numeridad

Contar en el sentido de totalizar o cuantificar requiere un nuevo concepto - el de numeridad o

canüdad - que no se puede entender si no se explica o se demuestra. Al usar nuestra cadena de núme-

ros, podemos decir que hay "cinco" personas o "siete" personas en un grupo y que un grupo de siete

personas es "más que" un grupo de cinco. ¿Pero qué significan esos números? el número cinco no sig-

nifíca un gmpo o total de cinco personas o cinco objetos o cualquier otra cosa en el mundo. Los tota-

les no existen en el mundo. Son una vez más producto de nuestro cerebro.49

Todo número tiene, por supuesto, un significado matemático. O para ser precisos, muchos sig-
nificados matemáticos, siempre que el número no se esté usando categóricamente. Diez significa dos

veces cinco o nueve más uno u once menos uno, etc. pero psicológicamente, el significado de los
números es limitado. Solamente los primeros números tienen algún significado específico; después de

eso, el único significado que los números tienen fuera de las matemáticas es su uso para designar

mayores o menores cantidades de más .
Existen indicativos de la disconünuidad cognitiva sustancial por encima de cuatro, cuando los

números abandonan el mundo de la experiencia perceptiva y funcionan solamente en el mundo de las

matemáticas. Por ejemplo, los niños a los tres años pueden ser capaces de recitar la cantinela numéri-
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ca hasta diez o más en el orden convencional, pero no pueden contar más de dos o tres objetos sin con-
fundirse.50

Incluso a los cinco años, cuando son capaces de contar hasta 20 o más (recitando), es posible

que a los niños les resulte difícil contar objetos si son más de cuatro. Su comprensión se confina al

mundo familiar de objetos y acontecimientos, y no han cmzado el umbral al mundo de las matemáti-

cas.

La dificultad que los niños pueden experimentar al entrar en el mundo de las matemáticas es
particularmente notable en contraste con su competencia con el lenguaje. A los seis años, los niños

pueden ser capaces de usar y comprender 14.000 palabras.51 Pero la competencia lingüística que han

adquirido no es general. La dificultad persiste con las palabras que se refieren a formas de ver el

mundo que todavía no comprenden del todo, por ejemplo, con el tiempo; no con el tiempo del reloj o

del calendario, sino con los conceptos como pronto, en breve, nunca, siempre y a veces." (Aún así se

supone que deben comprender los horarios).

Un límite a la imaginación

Tendemos a pensar que los números usados como totales son significativos porque nos dicen

cosas sobre el mundo. Valoramos diez euros más que cinco euros porque sabemos que diez euros son
"más". Pero la falta de sentido proviene de la forma en que entendemos los números; avanza desde la

mente al mundo, no del mundo a la mente. Como ya he descrito en el capítulo 4, es imposible ver, o

imaginar, más de cuatro o cinco de algo, en sentido numérico. Podemos imaginar grupos más gran-

des, por supuesto, y podemos imaginar, grosso modo, el tamaño aproximado de los gmpos más gran-

des, pero no podemos pensar en su cantidad real sin usar las relaciones matemáticas.
Los números no son como los sonidos, donde podemos oír que un sonido es más alto que otro,

o de tono más alto o de diferente timbre. No son como los colores o la temperatura o el peso o el tama-

ño, donde los sentidos nos dicen que determinada cosa es más que otra cosa. La numeridad es total-

mente abstracta.
El poder que adquirimos al emplear los números es interminable - incluso si nunca termina-

mos de comprender los números con los que terminamos. Las matemáticas nos ayudan a crear un

mundo físico que de otra forma no existiría. Siempre disponemos de un carreíe de números para em-o-

liarlo y desenrollarlo, no solamente para contar, sino para computar. Podemos añadir y sustraer, mul-

üplicar y dividir, y podemos procesar números de formas aparentemente infinitas. Podemos calcular y

medir.

Calcular y medir 73

CAPÍTULO 8

Calcular y medir

Una vez que el sistema numérico funcional estuvo en su sitio en el habla y en la escritura, las

personas pudieron comparar magnitudes, un logro intelectual más allá de lo que el lenguaje podía con-

seguir. Por ejemplo, podían comparar si el total de ovejas, de barcos o de cocos que ese día tenían era

mayor o menor (o igual) que el total que tenían el día anterior, o el que pensaban que tendrían al día

siguiente, y mayor o menor (o igual) que el total que otra persona poseía. Los totales eran matemáti-
cos; estaban en forma de números, y podían ser exactos e indisputables. Pero las comparaciones con-

tinuaban siendo no matemáticas - "mayor" o "menor" son palabras y conceptos del lenguaje diario y

no términos matemáticos precisos (en estos casos). Podemos decir que nueve es mayor que seis del

mismo modo que podemos decir que un temporal es más que una ligera brisa; es infonnación poco
exacta.

Pero las personas aprendieron a hacer cosas con números que posibilitaron que las compara-
dones de totales fueran matemáticas y precisas. Aprendieron a calcular. En vez de decir simplemente

que nueve es mayor que seis, pusieron nombre a la diferencia y computaron que nueve es precisamente
tres más que seis. Podían hacerlo sin tener que contar. Podían además calcular que nueve y seis hacen

un total de quince, una vez más sin necesidad de contar. Este razonamiento hizo que el recuento se ins-

talara en el mundo de las matemáticas.

CÁLCULO

El cálculo despega cuando el recuento se detiene, ascendiendo a ámbitos jamás soñados fuera

de las matemáticas. El sistema numérico, por su esencial simplicidad, es extraordinariamente produc-

tivo. En primer lugar permite contar, a continuación calcular y finalmente calcular de forma que el

recuento no sea ya necesario.

El cálculo es todo lo que se puede hacer con los números sin necesidad de contar. Incluso per-

mite hacer cosas con números imposibles de hacer con el recuento, tanto porque el recuento sobrepa-

saría el tiempo o las destrezas disponibles o porque no se podría disponer - por medio del recuento -
de algunos de los números necesarios. Si los números equivalen a las notas en una escala musical inter-

minable, el cálculo equivaldría a las posibilidades interminables de óperas, ballet y sinfonías.
¿Qué hace que el cálculo sea no solamente posible, sino preciso, fiable e infinitamente pro-

ductivo? La respuesta es la exploración de las formas en las que los números se relacionan unos con
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ca hasta diez o más en el orden convencional, pero no pueden contar más de dos o tres objetos sin con-
fundirse.50

Incluso a los cinco años, cuando son capaces de contar hasta 20 o más (recitando), es posible

que a los niños les resulte difícil contar objetos si son más de cuatro. Su comprensión se confina al

mundo familiar de objetos y acontecimientos, y no han cmzado el umbral al mundo de las matemáti-

cas.

La dificultad que los niños pueden experimentar al entrar en el mundo de las matemáticas es
particularmente notable en contraste con su competencia con el lenguaje. A los seis años, los niños

pueden ser capaces de usar y comprender 14.000 palabras.51 Pero la competencia lingüística que han

adquirido no es general. La dificultad persiste con las palabras que se refieren a formas de ver el

mundo que todavía no comprenden del todo, por ejemplo, con el tiempo; no con el tiempo del reloj o

del calendario, sino con los conceptos como pronto, en breve, nunca, siempre y a veces." (Aún así se

supone que deben comprender los horarios).

Un límite a la imaginación

Tendemos a pensar que los números usados como totales son significativos porque nos dicen

cosas sobre el mundo. Valoramos diez euros más que cinco euros porque sabemos que diez euros son
"más". Pero la falta de sentido proviene de la forma en que entendemos los números; avanza desde la

mente al mundo, no del mundo a la mente. Como ya he descrito en el capítulo 4, es imposible ver, o

imaginar, más de cuatro o cinco de algo, en sentido numérico. Podemos imaginar grupos más gran-

des, por supuesto, y podemos imaginar, grosso modo, el tamaño aproximado de los gmpos más gran-

des, pero no podemos pensar en su cantidad real sin usar las relaciones matemáticas.
Los números no son como los sonidos, donde podemos oír que un sonido es más alto que otro,

o de tono más alto o de diferente timbre. No son como los colores o la temperatura o el peso o el tama-

ño, donde los sentidos nos dicen que determinada cosa es más que otra cosa. La numeridad es total-

mente abstracta.
El poder que adquirimos al emplear los números es interminable - incluso si nunca termina-

mos de comprender los números con los que terminamos. Las matemáticas nos ayudan a crear un

mundo físico que de otra forma no existiría. Siempre disponemos de un carreíe de números para em-o-

liarlo y desenrollarlo, no solamente para contar, sino para computar. Podemos añadir y sustraer, mul-

üplicar y dividir, y podemos procesar números de formas aparentemente infinitas. Podemos calcular y

medir.
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Una vez que el sistema numérico funcional estuvo en su sitio en el habla y en la escritura, las

personas pudieron comparar magnitudes, un logro intelectual más allá de lo que el lenguaje podía con-

seguir. Por ejemplo, podían comparar si el total de ovejas, de barcos o de cocos que ese día tenían era

mayor o menor (o igual) que el total que tenían el día anterior, o el que pensaban que tendrían al día

siguiente, y mayor o menor (o igual) que el total que otra persona poseía. Los totales eran matemáti-
cos; estaban en forma de números, y podían ser exactos e indisputables. Pero las comparaciones con-

tinuaban siendo no matemáticas - "mayor" o "menor" son palabras y conceptos del lenguaje diario y

no términos matemáticos precisos (en estos casos). Podemos decir que nueve es mayor que seis del

mismo modo que podemos decir que un temporal es más que una ligera brisa; es infonnación poco
exacta.

Pero las personas aprendieron a hacer cosas con números que posibilitaron que las compara-
dones de totales fueran matemáticas y precisas. Aprendieron a calcular. En vez de decir simplemente

que nueve es mayor que seis, pusieron nombre a la diferencia y computaron que nueve es precisamente
tres más que seis. Podían hacerlo sin tener que contar. Podían además calcular que nueve y seis hacen

un total de quince, una vez más sin necesidad de contar. Este razonamiento hizo que el recuento se ins-

talara en el mundo de las matemáticas.

CÁLCULO

El cálculo despega cuando el recuento se detiene, ascendiendo a ámbitos jamás soñados fuera

de las matemáticas. El sistema numérico, por su esencial simplicidad, es extraordinariamente produc-

tivo. En primer lugar permite contar, a continuación calcular y finalmente calcular de forma que el

recuento no sea ya necesario.

El cálculo es todo lo que se puede hacer con los números sin necesidad de contar. Incluso per-

mite hacer cosas con números imposibles de hacer con el recuento, tanto porque el recuento sobrepa-

saría el tiempo o las destrezas disponibles o porque no se podría disponer - por medio del recuento -
de algunos de los números necesarios. Si los números equivalen a las notas en una escala musical inter-

minable, el cálculo equivaldría a las posibilidades interminables de óperas, ballet y sinfonías.
¿Qué hace que el cálculo sea no solamente posible, sino preciso, fiable e infinitamente pro-

ductivo? La respuesta es la exploración de las formas en las que los números se relacionan unos con
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otros. Los números están fuertemente amarrados a una red mfinita de relaciones que solamente exis-

ten entre ellos. Son como los nudos de una red de pescar. Sin la red, los nudos no podrían existir y sin

los nudos, la red tampoco existiría. Cada uno de los nudos está incontestablemente unido a los demás

nudos de la red.
Cada uno de los números se relaciona con los demás, potencialmente o de facto, de innume-

rables formas. Y esas relaciones son eternas. Nada podría ser más intuitivamente atrayente que las

relaciones que los números tienen unos con otros porque reflejan a la perfección las tres caracterísü-
cas básicas - las hres C - que todo ser humano espera encontrar en un mundo estable. Los números

son consistentes porque 9+6=15, no importa dónde y cuándo se haga el cálculo. Son coherentes por-

que ningún obro cálculo u organización de números puede afectar al hecho de que 9+6=15. Y existe

consenso porque nadie puede argüir que para él personalmente 9+6 no es igual a 15. Los números y
los cálculos puede que no siempre se organicen claramente en el mundo físico o demuestren coheren-

cia, consistencia y consenso cuando se colocan en ese mundo, pero eso se debe siempre a lo indeter-

minado del mundo. Los números son siempre fiables, aunque puede que los usos que se les dan no lo

sean.

Normalmente las matemáücas se enseñan mostrando a los que las aprenden qué se puede hacer

con los números, en vez de ayudarles a descubrir el sistema numérico en sí; se coloca el carro delan-

te de los bueyes. La demostración de que dos de algo y tres de algo son cinco de algo no significa nada
sin la comprensión de que cinco es el valor inevitable" de la relación matemática 2+3. Los que se están

iniciando pueden aprender a realizar de memoria unos cuantos rituales matemáticos básicos, pero no

tendrán significado matemático alguno.

Relaciones y "operaciones"

Sin relaciones, las parejas de números no tienen significado alguno. Su único significado se

encuentra en sus relaciones. Que yo tenga nueve euros y tu tengas seis no significa nada más que yo

tengo más que tu; son dos fragmentos de información sin relacionar. Lo que los números significan es

cómo se relacionan, entre ellos y con respecto a los demás números. El "significado" compartido de

los nueve euros que es el total que yo tengo y los seis que son los que tienes tu depende de cómo se

relacionen.

Si combinamos el 9 y el 6, que es la relación señalada con el signo más (+), el significado com-

partido es 15. Si estamos interesados en la diferencia matemática entre 9 y 6, que es la relación seña-
lada con el signo menos (-), su significado compartido es 3. El significado de los 15 euros si quere-

mos comprar algo que cuesta 17 euros es que nos faltan 2 euros. El significado de los dos números es

otro número.

Las distintas formas de establecer relaciones entre números y de hacer cálculos se llaman

comúnmente "operaciones", como el cuarteto básico que todo el mundo conoce - suma, resta, multi-

plicación y división. Pero la palabra operación además puede mitificarse por parte de los que apren-

den. "Operación" (u operador) tiene un significado distinto en el lenguaje matemático al que puede

sugerir el lenguaje natural.
La suma, por ejemplo, no es una operación en el sentido de hacer algo a alguien. No le esta-

mos haciendo nada a los números cuando decimos que dos y dos son cuatro, no más que lo que esta-

mos haciendo a Paris y a Francia cuando decimos que Paris es la capital de Francia. Estamos simple-

mente expresando un hecho. Nada se le ha hecho a nada.
53.-PBTB la consistencia en este capitulo, me icfiero a un enunciado completamente matemático (como 9+6) como la expresiún de la rclBcióu. En el len-
guaje diario, esa expresión se escribiría "nueve más seis" o "nueve y seií' o "nueve sumada a sei^'. Y a lo que en el lenguaje diario uno puede referirse
como la "lumu", el "resuilado" o incluso la "respuesta" - lodos léniünos confusos hasia cierto punlo - yo me refiero con la palabra neutral volof . El

valor malemStico de nueve riifis seis es qumce. La palabra 'SIüíof" también qaieie decir "significado" - el significado maiemálico de nueve más seis es
quince. Cumidolusmalemáticas se escriben, el valor se indica con e] signo "=", uonnalmentelefdocomo "('íUüi ü " "fí" o "Anee". Elcélculoes la.deter-

miuución de] valor de una expresión matemácica.
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LA mTERMD^ABLE RELACIÓN SIGNIFICATIVA DE LOS NÚMEROS

A lo largo de este libro describo la relación fundamental que subyace en el centro del sistema

numérico - el hecho de que uno más que uno se llame dos, uno más de dos se llame tres, uno más de

tres se llame cuatro, etc. La relación uno más que el numero anterior" reinicia el sistema numérico,

lo mantiene funcionando y se asegura de que potencialmente no tenga fin. El recuento puede durar por

siempre.

Pero con el recuento interminable vienen parejas otras interminables relaciones, empezando

por el hecho de que podemos contar (y calcular) el número de números entre un número y otro.

Dieciséis es uno más que 15, pero además es dos más que 14 y diez más que 6, etc. Además, dieciséis
es cuatro menos que 20 y 1000 menos que 1016. Si contamos dos veces 16 tendremos un total de 32

números. Si contamos solamente la mitad de 16, tendremos 8. Esto son verdades perdurables.

Algunas de las relaciones más elementales se expresan con los signos familiares de los "ope-
radores" matemáticos:

Relación
16+2=
Í6~-2~=

16x2=

16 - 2 =

"VaÍoT

T8~
~[4~

^2~

T

Nombre matemático

Suma

Resta

Multiplicación
División

y las menos familiares

16Z =

^6=

-l56~

4
Exponente (en este caso, cuadrado)

Raíz (en este caso, cuadrada)

y muchísimas más.
Hay también infinidad de maneras en las que diferentes combinaciones de números pueden

tener el mismo valor matemático, por ejemplo
16= 14+2(y también 13+3, 12+4...)

16= 18-2 (y también 19-3, 20-4...)

16= 8 x2 (y también 4x 4, 2x 8...)
16= 32- 2 (y también 48 - 3, 64 - 4...)

16 =42 (y también 24...)

16 = -256 (y también 3-4096, 4-65.536...)
además, en virtud del hecho de que son todos equivalentes a 16, podemos decir que (14+2),

818-2), (32 - 2), (42 ) y -256 son todos equivalentes entre sí, y además equivalentes a (13 + 3), (19

- 3), (4 x 4), (48 - 3), (24 ), (3-4096) y así interaúnablemente. No existe límite alguno para las rela-
ciones entre los números. En cuanto a variedad y fiabilidad, no existe nada comparable sobre la tierra.

Significados matemáticos

Discutí en el capítulo 3 cómo "sumar", "restar", "multiplicar", "dividir" e "igual" no signifi-

can lo mismo en las situaciones diarias como en las matemáticas, y que las palabras y frases usadas

54.-La palabra menos frecuente agregaciúu sería más precisa que combinación, porque esta úlüma puede sugerir "separados pero junios", uüeucras que

el elwto matemÉüco de la suma (y de la mulliplicaciún) es couseguir un lodo más largo a partir de varios todos mis pequefios.
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mos comprar algo que cuesta 17 euros es que nos faltan 2 euros. El significado de los dos números es

otro número.
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La suma, por ejemplo, no es una operación en el sentido de hacer algo a alguien. No le esta-
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para explicar estos términos técnicos no reflejan lo que sucede en las matemáticas.

Matemáticamente, como ya he sugerido, la suma puede considerarse como una dirección
hacia un punto determinado en el espacio numérico, representando la combinación54 de dos magnitu-

des. Muchos nmos parecen intuirlo antes de haber dominado las tablas de "sumar". Si se les pide que

sumen cuatro y tres, comienzan a "contar hacia adelante" los tres siguientes números con los dedos

- cinco", t'seis", "siete". No encuentran la respuesta en sus dedos; los usan para que les ayuden a Ile-

gar al número que están buscando. Los dedos son un atajo al número, que no es lo mismo que oír decir

que tres lápices y dos lápices son cinco lápices. El recuento hacia delante consigue sus fines en el

mundo de los números - al menos por un corto tiempo. A la larga, puede confundir mucho, como veré"

mos en el capítulo 13.

Matemáticamente hablando, la palabra muldplicar señala una relación parücular entre núme-

ros. El valor de esta relación es el número que se puede alcanzar combinando" magnitudes numéricas

del mismo tamaño. Así, el valor de 7 x 4 es el número que se alcanzaría si se combinaran siete mag-

nitudes de cuatro (o cuatro magnitudes de siete), que supondría cierto esfuerzo hacerlo contando. El
valor de 438 x 897 es el número que se conseguirá combinando 438 magnitudes de 897. Por supues-

to, nadie querría jamás hacer esto contando, porque las matemáücas proporcionan caminos más fácí-
les para calcular el valor de los números en la relación de multiplicación.

Matemáticamente, el valor de 5 - 2 (resta) es la distancia entre las magnitudes 5 y 2. La dis-

tancia numérica se puede determinar contando hacia delante (otra estrategia ocasional para los niños)

de 2 a 5, o hacia atrás de 5 a 2., pero solamente con números enteros relativamente pequeños. No hay

"resta" alguna. El hecho de que 5- 2= 3 es simplemente una alternativa a decir que 2 + 3 =5. No ha

cambiado nada, excepto el punto de vista, la relación concreta en la que nos centramos.
¿Y cuál es la relación de la división? La expresión 18-3 = 6 tal vez se pueda ver mejor como

obra forma de considerar la relación 6x3 = 18, un complemento más que un opuesto. En la red de

números, el seis es la magnitud que combinarías hres veces para alcanzar 18 (y tres es el número que
combinarías seis veces para conseguir el mismo valor). La división no es la inversa de nada. Es sim-

plómente otra relación. Es la partición de una magnitud en un número (no necesariamente un número

entero) de magnitudes más pequeñas de igual tamaño.
Finalmente, el signo igual (=) alude a un medio alternativo de afirmar un valor o una expre-

sión. La expresión 9 + 6= 15 significa que 15 es el valor de 9 + 6 la expresión 9+6 = 10 + 5 signifi-

ca que 9+6 tiene el mismo valor que 10 + 5; las dos partes de la ecuación son siempre equivalentes

y sustituibles una por otra en un contexto matemático.
Las diferencias entre el significado de las palabras en el lenguaje matemático y en el lenguaje

natural no suponen que los significados matemáticos no sean susceptibles de ser aprendidos. Los sig-

mficados matemáticos se pueden comprender, pero solamente en el mundo de las matemáticas, que es
a donde pertenecen. La forma en que las ^operaciones" o las relaciones matemáticas se discuten en el

lenguaje cotídiano son solamente una aproximación metafórica tasca a la situación matemática, y al

igual que todas las metáforas se puede entender solamente si el receptor está familianzado con la alu-

sión. Para alguien que no sepa de matemáticas, la metáfora puede confundir más que ayudar.

Los niños (y los mayores) pueden incluso aprender a realizar los rituales de las tareas mate-
máticas simples sin entender en el plano matemático lo que están haciendo. Pero sin intuición, pron-

to se darán de bruces contra el muro de cristal y se ñnstrarán e impacientaián.

MEDICIÓN

El sistema numérico es extraordinariamente versátil y útil, pero solamente hay una cosa para

lo que es útil cuando se usa en el mundo físico, y es el recuento.

55.- Ver la lióla anterior.
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Sin el recuento, no se puede realizar nada útil con el sistema numérico más allá de la simple

identificación o categorización. Los números por sí solos no se pueden usar para medir, registrar, com-

parar o predecir. Las personas que querían hacer algo práctico con el sistema numérico - con las mate-
máticas - tenían que contar. Y para contar, es necesario algo contable. Se necesitan las unidades.

A veces las unidades pueden ser bastante abstractas. Los números en sí son las últimas unida-

des. Cuando se dice que cuatro más seis equivale a diez, se está diciendo (en efecto) que cuatro uni-
dades y seis unidades hacen diez unidades. ¿Unidades de qué? Unidades de número. Magnitudes. Pero

los cálculos normalmente no se hacen en abstracto, simplemente como un juego de números, excepto

por parte de esas dos categorías peculiares de individuos que son los matemáticos profesionales y los

desventurados niños. Normalmente tienen que ver con determinados aspectos del mundo a los que se

les quieren aplicar el poder y la conveniencia de las matemáticas. Y cuando esto ocurrió en el pasado,
fue necesario encontrar - o inventar - las unidades autónomas y contables de modo inequívoco. Cada

unidad individual tenía que distinguirse y poderse separar claramente de las demás unidades. En efec-

to, se colocaron una serie de números sobre una serie de objetos contables, se emparejaron uno a uno,
de forma que se pudieran llevar a cabo los cálculos con los números como si se hiciera con los obje-

tos a los que se les habían asignado los números.
Con frecuencia, las unidades contables son tan obvias que las damos por sabidas. Si estamos

contando cabezas, ovejas o euros, entonces son éstas - muy evidentes - las unidades que estamos con-

tando. No le otorgamos a la unidad en sí un segundo pensamiento. Las unidades y los números son tra-

tados como uno.

Pero a veces una unidad no es tan evidente; no existe en la naturaleza de donde queremos apli-

car las matemáticas. Y en ese caso, es necesario inventar una unidad. Tenemos que construir algo que

podamos contar. Necesitamos una medida. La mayoría de los logros humanos que implican a las mate-
máticas, desde la compra y venta hasta la más compleja ingenieria, no habrían sido posibles sin la

invención de las unidades (o medidas) que pudieran contarse.

Y la invención de las unidades contables ha sido difícil y ha requerido no solo de la inventiva,
sino de la aceptación y el acuerdo comunitarios. En muchos casos las unidades fiables y prácticas con-

tinúan escapándosenos, como en la búsqueda de la medida de la belleza, la excelencia, la inteligencia

y el valor humanos.

"Dividir" el espacio y el tiempo

El espacio y el tiempo no se nos presentan en unidades manejables, ordenadamente preempa-
quetadas para nuestra comodidad matemática. El espacio y el üempo están tan libres de límites natu-

rales como lo está la superficie del océano. Las unidades que nos resultan tan obvias ahora, como las

pulgadas, las yardas o las millas (o los centímetros, los metros o los kilómetros), y los minutos, los

días y los años tuvieron que inventarse, un tanto arbitrariamente, aunque sin perder de vista los fenó-
menos naturales de importancia. Esas unidades también tuvieron que diseminarse y consensuarse, lo

que no siempre resultó tarea fácil.
Hallar una unidad de medida para la distancia no es tan obvio como parece ser en principio.

Debe haber sido un enorme problema para nuestros antepasados. Vemos una montaña o la línea del

horizonte, un árbol al otro lado del río, o un tejado que necesita reparación. No existen objetos o indi-

cadores intermediarios obvios que puedan usarse para contabilizar lo lejos que está algo - de la misma

forma que se usan los números para contar cuánto separa al 9 del 6. No existe un modo evidente de

calcular la longitud, anchura, peso o distancia de los objetos. Tal vez se podría decir que la cabeza de

un niño no pasa del hombro de un adulto, pero no se puede decir cuánto más alto es el adulto que el

niño. No se puede decir que un árbol está a diecisiete ovejas de distancia.
Como dijo el matemático griego Pitágoras, existe una cosa que es la medida de todas las cosas
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para explicar estos términos técnicos no reflejan lo que sucede en las matemáticas.

Matemáticamente, como ya he sugerido, la suma puede considerarse como una dirección
hacia un punto determinado en el espacio numérico, representando la combinación54 de dos magnitu-
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mundo de los números - al menos por un corto tiempo. A la larga, puede confundir mucho, como veré"
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Matemáticamente hablando, la palabra muldplicar señala una relación parücular entre núme-
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del mismo tamaño. Así, el valor de 7 x 4 es el número que se alcanzaría si se combinaran siete mag-

nitudes de cuatro (o cuatro magnitudes de siete), que supondría cierto esfuerzo hacerlo contando. El
valor de 438 x 897 es el número que se conseguirá combinando 438 magnitudes de 897. Por supues-

to, nadie querría jamás hacer esto contando, porque las matemáücas proporcionan caminos más fácí-
les para calcular el valor de los números en la relación de multiplicación.

Matemáticamente, el valor de 5 - 2 (resta) es la distancia entre las magnitudes 5 y 2. La dis-

tancia numérica se puede determinar contando hacia delante (otra estrategia ocasional para los niños)

de 2 a 5, o hacia atrás de 5 a 2., pero solamente con números enteros relativamente pequeños. No hay

"resta" alguna. El hecho de que 5- 2= 3 es simplemente una alternativa a decir que 2 + 3 =5. No ha

cambiado nada, excepto el punto de vista, la relación concreta en la que nos centramos.
¿Y cuál es la relación de la división? La expresión 18-3 = 6 tal vez se pueda ver mejor como

obra forma de considerar la relación 6x3 = 18, un complemento más que un opuesto. En la red de

números, el seis es la magnitud que combinarías hres veces para alcanzar 18 (y tres es el número que
combinarías seis veces para conseguir el mismo valor). La división no es la inversa de nada. Es sim-

plómente otra relación. Es la partición de una magnitud en un número (no necesariamente un número

entero) de magnitudes más pequeñas de igual tamaño.
Finalmente, el signo igual (=) alude a un medio alternativo de afirmar un valor o una expre-

sión. La expresión 9 + 6= 15 significa que 15 es el valor de 9 + 6 la expresión 9+6 = 10 + 5 signifi-

ca que 9+6 tiene el mismo valor que 10 + 5; las dos partes de la ecuación son siempre equivalentes

y sustituibles una por otra en un contexto matemático.
Las diferencias entre el significado de las palabras en el lenguaje matemático y en el lenguaje

natural no suponen que los significados matemáticos no sean susceptibles de ser aprendidos. Los sig-

mficados matemáticos se pueden comprender, pero solamente en el mundo de las matemáticas, que es
a donde pertenecen. La forma en que las ^operaciones" o las relaciones matemáticas se discuten en el

lenguaje cotídiano son solamente una aproximación metafórica tasca a la situación matemática, y al

igual que todas las metáforas se puede entender solamente si el receptor está familianzado con la alu-

sión. Para alguien que no sepa de matemáticas, la metáfora puede confundir más que ayudar.

Los niños (y los mayores) pueden incluso aprender a realizar los rituales de las tareas mate-
máticas simples sin entender en el plano matemático lo que están haciendo. Pero sin intuición, pron-

to se darán de bruces contra el muro de cristal y se ñnstrarán e impacientaián.

MEDICIÓN

El sistema numérico es extraordinariamente versátil y útil, pero solamente hay una cosa para

lo que es útil cuando se usa en el mundo físico, y es el recuento.

55.- Ver la lióla anterior.
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Sin el recuento, no se puede realizar nada útil con el sistema numérico más allá de la simple

identificación o categorización. Los números por sí solos no se pueden usar para medir, registrar, com-

parar o predecir. Las personas que querían hacer algo práctico con el sistema numérico - con las mate-
máticas - tenían que contar. Y para contar, es necesario algo contable. Se necesitan las unidades.

A veces las unidades pueden ser bastante abstractas. Los números en sí son las últimas unida-

des. Cuando se dice que cuatro más seis equivale a diez, se está diciendo (en efecto) que cuatro uni-
dades y seis unidades hacen diez unidades. ¿Unidades de qué? Unidades de número. Magnitudes. Pero

los cálculos normalmente no se hacen en abstracto, simplemente como un juego de números, excepto

por parte de esas dos categorías peculiares de individuos que son los matemáticos profesionales y los

desventurados niños. Normalmente tienen que ver con determinados aspectos del mundo a los que se

les quieren aplicar el poder y la conveniencia de las matemáticas. Y cuando esto ocurrió en el pasado,
fue necesario encontrar - o inventar - las unidades autónomas y contables de modo inequívoco. Cada

unidad individual tenía que distinguirse y poderse separar claramente de las demás unidades. En efec-

to, se colocaron una serie de números sobre una serie de objetos contables, se emparejaron uno a uno,
de forma que se pudieran llevar a cabo los cálculos con los números como si se hiciera con los obje-

tos a los que se les habían asignado los números.
Con frecuencia, las unidades contables son tan obvias que las damos por sabidas. Si estamos

contando cabezas, ovejas o euros, entonces son éstas - muy evidentes - las unidades que estamos con-

tando. No le otorgamos a la unidad en sí un segundo pensamiento. Las unidades y los números son tra-

tados como uno.

Pero a veces una unidad no es tan evidente; no existe en la naturaleza de donde queremos apli-

car las matemáticas. Y en ese caso, es necesario inventar una unidad. Tenemos que construir algo que

podamos contar. Necesitamos una medida. La mayoría de los logros humanos que implican a las mate-
máticas, desde la compra y venta hasta la más compleja ingenieria, no habrían sido posibles sin la

invención de las unidades (o medidas) que pudieran contarse.

Y la invención de las unidades contables ha sido difícil y ha requerido no solo de la inventiva,
sino de la aceptación y el acuerdo comunitarios. En muchos casos las unidades fiables y prácticas con-

tinúan escapándosenos, como en la búsqueda de la medida de la belleza, la excelencia, la inteligencia

y el valor humanos.

"Dividir" el espacio y el tiempo

El espacio y el tiempo no se nos presentan en unidades manejables, ordenadamente preempa-
quetadas para nuestra comodidad matemática. El espacio y el üempo están tan libres de límites natu-

rales como lo está la superficie del océano. Las unidades que nos resultan tan obvias ahora, como las

pulgadas, las yardas o las millas (o los centímetros, los metros o los kilómetros), y los minutos, los

días y los años tuvieron que inventarse, un tanto arbitrariamente, aunque sin perder de vista los fenó-
menos naturales de importancia. Esas unidades también tuvieron que diseminarse y consensuarse, lo

que no siempre resultó tarea fácil.
Hallar una unidad de medida para la distancia no es tan obvio como parece ser en principio.

Debe haber sido un enorme problema para nuestros antepasados. Vemos una montaña o la línea del

horizonte, un árbol al otro lado del río, o un tejado que necesita reparación. No existen objetos o indi-

cadores intermediarios obvios que puedan usarse para contabilizar lo lejos que está algo - de la misma

forma que se usan los números para contar cuánto separa al 9 del 6. No existe un modo evidente de

calcular la longitud, anchura, peso o distancia de los objetos. Tal vez se podría decir que la cabeza de

un niño no pasa del hombro de un adulto, pero no se puede decir cuánto más alto es el adulto que el

niño. No se puede decir que un árbol está a diecisiete ovejas de distancia.
Como dijo el matemático griego Pitágoras, existe una cosa que es la medida de todas las cosas
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- el cuerpo humano. Las unidades básicas de la distancia son - o eran - la pulgada (el tamaño del pul-

gar - la palabra francesa para pulgada es pouce, que además es la palabra para designar al dedo pul-
gar), el pie (el tamaño aproximado de un pie adulto), la yarda (el tamaño aproximado de un paso) y la

milla (que originalmente quería decir mil pasos). El establecimiento de todo ello requería de un acuer-

do considerable (o de una legislación) y normalmente también de una gran cantidad de politiqueo. Una
cosa es decidir que una unidad estándar de distancia sería el ancho de un pulgar y que otra unidad

estándar sería un paso, pero ¿qué pulgar y qué paso? Y supongamos que las unidades aceptadas no se

integran muy bien unas con otras - si se diera el caso, por ejemplo, de que hubiera unos 37 pulgares
estándar en un paso. El tamaño relativo de las unidades tendría que modificarse para que se adecuaran

todas a las formas convenidas social y matemáticamente.
Todas las unidades de medida son arbitrarias y podrían ser diferentes. Las diferentes unidades

de longitud o distancia existieron en el pasado (codos, leguas) y más recientemente las formas "impe-
ríales" como los pies y las pulgadas han sido en gran parte reemplazadas por el sistema métrico inter-

nacional. El sistema métrico es lógico y científico porque se organiza en unidades de diez en orden

creciente, pero su origen ñie arbitrario. La definición original de un metro ñie una diezmillonésima

parte de la distancia desde el ecuador al Polo Norte en línea recta partiendo desde París - y se basaba

en lo que resultó ser una medida inexacta. En 1983 cambio la definición a la distancia a la que viaja

la luz en el vacío durante 1/299, 792,458 de segundo, que no es nada fácil de comprobar.

Atar al tiempo por el rabo

El "segundo" al que me he referido (como base para legiümar la longitud exacta de un metro)

es en sí una unidad arbitraria de tiempo. Las unidades principales de tiempo - día, mes, año - se deri-

van de fenómenos astronómicos, pero las unidades más pequeñas, como las horas, los minutos y los

segundos son términos establecidos por el hombre.
Debería haber sido obvio dividir el paso del tiempo en unidades que correspondieran al inter-

valo entre un amanecer y otro (el aparente giro de la luna alrededor de la tierra) o el tiempo trascum-

do antes de que el sol o una estrella concreta volviera a su lugar en el cielo (el aparente giro de los cie-
los alrededor de la tíerra). Y cada medida tuvo su importancia, con fines de organización social, ritual

religioso, agricultura, navegación y astronomía."

Pero los ciclos de los fenómenos naturales no se combinan de manera satisfactoria entre ellos.

El número de días de un mes lunar (más o menos 29 _) o de un año (más o menos 365 _) no es una

cifra perfectamente redonda, ni tampoco el número de meses lunares del calendario. Para complicar-

lo todo más, el tiempo real que tarda la luna en completar un giro alrededor de la tierra o la tierra en

girar sobre su eje, o el de la tierra en completar un giro alrededor del sol varían de forma poco prede-

cible. Nunca se podrían usar como base para el tiempo del reloj o del calendario por los que los huma-
nos tratamos de organizar nuestras vidas.57

Así, nuestro año de 365 días (con las excepciones de los años bisiestos de 366) y el día de 24

horas son solamente tascas aproximaciones a los fenómenos naturales, mientras que los doce meses
de 28, 29, 30 y 31 días y las semanas de siete días son arbitrarias y torpes divisiones del año. El día

en sí está artificialmente dividido en 24 horas de sesenta minutos, cada uno de los cuales se divide a

56.- Como dije eii la nota 13, el cielo ero mucho más inleresaute e impártame en la luitLgtletlad que hoy día. Las estrellas (mucho más brillnnles eii el

cielo y mis familiares de lo que son hoy día) servían como relojes, calendarios, almanaques, biúJulEtí, señales de dirección y cúmulos de historins y wglas
de vida. El conocimienlD arcano y los movimienlos de las estrellas y los planetas, y de las matemáticas que se usaban para ilescribir y predecir esos movl-
mieutos, normalmente eaLaba en manos de la iglesia, la que por lo lauto podía ejercer gran influencÍD tacto en los asuntos terrenales como en los espiri-

tu ales.

57.- El año basado en la rierra de 365-y-mi-cuarto de días, derivado de] viaje anual que hace la tien-a alrededor del so], no podría usarse en ningún
otro lugar del uuiveiío Es necesario encontrarse en la ueiTa para experimentar lo que llamamos im din, desde el amunet:er hasta el siguiente amanecer.

El efecto conjunto de la rocaciún diaria de la derra aliededor de su propio eje inieniras gira E su vez entorno al sol una vez a] afío significa que cualquier
punlo de la tieira se, enfTenta a la misma configuraciún de las esli'ellas en el cielo nocturno 365 _ veces al afio. Esle día adicional, que es impórtame en

los cálculos de navegación, es conocido como el d{a sideral. El tiempo sideral es el tiempo tal como se ve desde las estrellas,
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su vez en sesenta segundos, y está basado en estándares arbítranos, no en fenómenos naturales obser-

vables.

La arbitrariedad de todos los estándares por los que el tiempo se divide significa que nadie

puede averiguar lógicamente cuáles pueden ser las diferentes divisiones o cómo se relacionan unas con
otras. Otra civilización (u otro individuo) podrían dividir los años y los días en unidades distintas - por

ejemplo, según un sistema métrico.ia

Puesto que las razones para administrar el tiempo en la forma en que lo hacemos no están cla-

ras, los que aprenden no tienen otra elección que memorizar hechos y relaciones que no pueden enten-

áerse (porque no hay nada que entender). Hacer referencia al reloj con la intención de que los que

aprenden puedan entender las matemáticas de las horas, de los minutos y de los segundos o el calen-

daño de los meses, semanas y días no sirve de nada porque es necesario comprender las unidades y
las matemáticas para comprender el reloj y el calendario.

Una vez más, los procedimientos matemáticos que parecen simples y claros para los que están
familiarizados con ellos resultan ser complicados y opacos para aquellos que no lo están.

De cualquier modo, la presentación del tiempo y del espacio en unidades bien relacionadas

tiene un enorme valor. (Iba a decir un valor "incalculable", pero la ventaja de la presentación es pre-

cisamente que las unidades son calculables). Una vez que el espacio ha sido dividido en muías, yar-

das y pulgadas (o kilómehros, metros y centímetros), y el tiempo ha sido dividido en años, días, horas
y minutos, entonces tendremos unidades que se pueden contar. Y esto es solamente el principio.

Cuando se puede disponer de unidades contables, toda la panoplia de las matemáticas se puede apli-
car a todo tipo de cálculos útiles y fiables.

Otras medidas ingeniosas

Todas las unidades estándares de medida tienen que ser comparables con algún criterio físico

para que sean transportables y convendonalmente acordadas. Mi idea de una hora o de un metro tiene
que ser idéntica a la idea de los demás sobre estas unidades. La oficina de normalización de pesos y

medidas es una parte importante del gobierno de una nación. En los últimos tiempos las referencias

normalizadas incluso para las unidades más conocidas, como la longitud de un metro en términos de

la velocidad de la luz, conllevan las definiciones más esotéricas.

El peso" es un tipo de medida interesante porque podemos sentirlo directamente. Sosteniendo

un objeto podemos experimentar su "peso" y comparando diversos objetos podemos sentir cuál es más
pesado. Pesar puede además implicar un acto físico delicado, el balanceo de objetos a ambos lados de

un eje o de un ñilcro. Establecer y comparar los pesos a mano y posteriormente por medio de una
balanza debe haber sido una de las técnicas más antiguas conocida por los seres humanos, tanto en la

constmcción como en el comercio, precediendo incluso al cálculo matemático.
Las unidades de peso convencionales - y ha habido muchísimas - eran originalmente objetos

portátiles que se habían sopesado según criterios arbitrarios, como una cantidad fija de agua. Cuando

se establecieron los estándares internacionales, el kilogramo fue el peso de un volumen métrico de

agua pura a una temperatura determinada. Este era un estándar complicado de mantener, así pues se

pasó a una masa de metal que tenía el mismo peso que el agua. El estándar internacional actual es una
pieza sólida de aleación de platino e indio que se mantiene a temperatura constante en un laboratorio

de Francia, y de la que tienen copias otros países.

58.- Ho habido propuestas poco ftnctíFeras de acercar la división del tiempo a una base métrica, por ejemplo con 10 "meses" en el aflo, 10 "'¡fas" en a
semana y honu de lOOmmulos, el que a su vez se dividiría en 100 segundos. Los seguidos, minutos y horas métricos teiidrian una duiBción diferente de
los actuales, pwo en principio no existe razón alguna por la que dicha conveniún uo deberin hacerse. Mientras que las cousideraciones BStronómicas pue-

den hacer caso omiso de las divisiones decimales del día, podriaii CBUSBT estragos malemadcos en el a5o, Cada uno de los lOmeses mÉtncas habrian con-

sisúdo eo 36 días (3,6 semanas méüicas) y sobrarian 5 y _ de días,
S9-- Técnicamente deberla eslm hablaado de masa, no de peso. La musa es una üunUdad específica de mnleria, el peso es la fdima en que se mide 1a

mase- La distinción es tnn sutil que no se ha introducido en el hubla coinúu.
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- el cuerpo humano. Las unidades básicas de la distancia son - o eran - la pulgada (el tamaño del pul-

gar - la palabra francesa para pulgada es pouce, que además es la palabra para designar al dedo pul-
gar), el pie (el tamaño aproximado de un pie adulto), la yarda (el tamaño aproximado de un paso) y la

milla (que originalmente quería decir mil pasos). El establecimiento de todo ello requería de un acuer-

do considerable (o de una legislación) y normalmente también de una gran cantidad de politiqueo. Una
cosa es decidir que una unidad estándar de distancia sería el ancho de un pulgar y que otra unidad

estándar sería un paso, pero ¿qué pulgar y qué paso? Y supongamos que las unidades aceptadas no se

integran muy bien unas con otras - si se diera el caso, por ejemplo, de que hubiera unos 37 pulgares
estándar en un paso. El tamaño relativo de las unidades tendría que modificarse para que se adecuaran

todas a las formas convenidas social y matemáticamente.
Todas las unidades de medida son arbitrarias y podrían ser diferentes. Las diferentes unidades

de longitud o distancia existieron en el pasado (codos, leguas) y más recientemente las formas "impe-
ríales" como los pies y las pulgadas han sido en gran parte reemplazadas por el sistema métrico inter-

nacional. El sistema métrico es lógico y científico porque se organiza en unidades de diez en orden

creciente, pero su origen ñie arbitrario. La definición original de un metro ñie una diezmillonésima

parte de la distancia desde el ecuador al Polo Norte en línea recta partiendo desde París - y se basaba

en lo que resultó ser una medida inexacta. En 1983 cambio la definición a la distancia a la que viaja

la luz en el vacío durante 1/299, 792,458 de segundo, que no es nada fácil de comprobar.

Atar al tiempo por el rabo

El "segundo" al que me he referido (como base para legiümar la longitud exacta de un metro)

es en sí una unidad arbitraria de tiempo. Las unidades principales de tiempo - día, mes, año - se deri-

van de fenómenos astronómicos, pero las unidades más pequeñas, como las horas, los minutos y los

segundos son términos establecidos por el hombre.
Debería haber sido obvio dividir el paso del tiempo en unidades que correspondieran al inter-

valo entre un amanecer y otro (el aparente giro de la luna alrededor de la tierra) o el tiempo trascum-

do antes de que el sol o una estrella concreta volviera a su lugar en el cielo (el aparente giro de los cie-
los alrededor de la tíerra). Y cada medida tuvo su importancia, con fines de organización social, ritual

religioso, agricultura, navegación y astronomía."

Pero los ciclos de los fenómenos naturales no se combinan de manera satisfactoria entre ellos.

El número de días de un mes lunar (más o menos 29 _) o de un año (más o menos 365 _) no es una

cifra perfectamente redonda, ni tampoco el número de meses lunares del calendario. Para complicar-

lo todo más, el tiempo real que tarda la luna en completar un giro alrededor de la tierra o la tierra en

girar sobre su eje, o el de la tierra en completar un giro alrededor del sol varían de forma poco prede-

cible. Nunca se podrían usar como base para el tiempo del reloj o del calendario por los que los huma-
nos tratamos de organizar nuestras vidas.57

Así, nuestro año de 365 días (con las excepciones de los años bisiestos de 366) y el día de 24

horas son solamente tascas aproximaciones a los fenómenos naturales, mientras que los doce meses
de 28, 29, 30 y 31 días y las semanas de siete días son arbitrarias y torpes divisiones del año. El día

en sí está artificialmente dividido en 24 horas de sesenta minutos, cada uno de los cuales se divide a

56.- Como dije eii la nota 13, el cielo ero mucho más inleresaute e impártame en la luitLgtletlad que hoy día. Las estrellas (mucho más brillnnles eii el

cielo y mis familiares de lo que son hoy día) servían como relojes, calendarios, almanaques, biúJulEtí, señales de dirección y cúmulos de historins y wglas
de vida. El conocimienlD arcano y los movimienlos de las estrellas y los planetas, y de las matemáticas que se usaban para ilescribir y predecir esos movl-
mieutos, normalmente eaLaba en manos de la iglesia, la que por lo lauto podía ejercer gran influencÍD tacto en los asuntos terrenales como en los espiri-

tu ales.

57.- El año basado en la rierra de 365-y-mi-cuarto de días, derivado de] viaje anual que hace la tien-a alrededor del so], no podría usarse en ningún
otro lugar del uuiveiío Es necesario encontrarse en la ueiTa para experimentar lo que llamamos im din, desde el amunet:er hasta el siguiente amanecer.

El efecto conjunto de la rocaciún diaria de la derra aliededor de su propio eje inieniras gira E su vez entorno al sol una vez a] afío significa que cualquier
punlo de la tieira se, enfTenta a la misma configuraciún de las esli'ellas en el cielo nocturno 365 _ veces al afio. Esle día adicional, que es impórtame en

los cálculos de navegación, es conocido como el d{a sideral. El tiempo sideral es el tiempo tal como se ve desde las estrellas,
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su vez en sesenta segundos, y está basado en estándares arbítranos, no en fenómenos naturales obser-

vables.

La arbitrariedad de todos los estándares por los que el tiempo se divide significa que nadie

puede averiguar lógicamente cuáles pueden ser las diferentes divisiones o cómo se relacionan unas con
otras. Otra civilización (u otro individuo) podrían dividir los años y los días en unidades distintas - por

ejemplo, según un sistema métrico.ia

Puesto que las razones para administrar el tiempo en la forma en que lo hacemos no están cla-

ras, los que aprenden no tienen otra elección que memorizar hechos y relaciones que no pueden enten-

áerse (porque no hay nada que entender). Hacer referencia al reloj con la intención de que los que

aprenden puedan entender las matemáticas de las horas, de los minutos y de los segundos o el calen-

daño de los meses, semanas y días no sirve de nada porque es necesario comprender las unidades y
las matemáticas para comprender el reloj y el calendario.

Una vez más, los procedimientos matemáticos que parecen simples y claros para los que están
familiarizados con ellos resultan ser complicados y opacos para aquellos que no lo están.

De cualquier modo, la presentación del tiempo y del espacio en unidades bien relacionadas

tiene un enorme valor. (Iba a decir un valor "incalculable", pero la ventaja de la presentación es pre-

cisamente que las unidades son calculables). Una vez que el espacio ha sido dividido en muías, yar-

das y pulgadas (o kilómehros, metros y centímetros), y el tiempo ha sido dividido en años, días, horas
y minutos, entonces tendremos unidades que se pueden contar. Y esto es solamente el principio.

Cuando se puede disponer de unidades contables, toda la panoplia de las matemáticas se puede apli-
car a todo tipo de cálculos útiles y fiables.

Otras medidas ingeniosas

Todas las unidades estándares de medida tienen que ser comparables con algún criterio físico

para que sean transportables y convendonalmente acordadas. Mi idea de una hora o de un metro tiene
que ser idéntica a la idea de los demás sobre estas unidades. La oficina de normalización de pesos y

medidas es una parte importante del gobierno de una nación. En los últimos tiempos las referencias

normalizadas incluso para las unidades más conocidas, como la longitud de un metro en términos de

la velocidad de la luz, conllevan las definiciones más esotéricas.

El peso" es un tipo de medida interesante porque podemos sentirlo directamente. Sosteniendo

un objeto podemos experimentar su "peso" y comparando diversos objetos podemos sentir cuál es más
pesado. Pesar puede además implicar un acto físico delicado, el balanceo de objetos a ambos lados de

un eje o de un ñilcro. Establecer y comparar los pesos a mano y posteriormente por medio de una
balanza debe haber sido una de las técnicas más antiguas conocida por los seres humanos, tanto en la

constmcción como en el comercio, precediendo incluso al cálculo matemático.
Las unidades de peso convencionales - y ha habido muchísimas - eran originalmente objetos

portátiles que se habían sopesado según criterios arbitrarios, como una cantidad fija de agua. Cuando

se establecieron los estándares internacionales, el kilogramo fue el peso de un volumen métrico de

agua pura a una temperatura determinada. Este era un estándar complicado de mantener, así pues se
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El peso se definió originalmente según una canüdad fija de agua y la temperatura se define en
relación con los puntos de congelación y ebullición del agua. La forma primera en que comprendemos

la temperatura es como una combinación de una sensación corporal (calor, frío) y un número de una

escala. Pero la forma común de medir la temperatura es según la distancia - la expansión o la con-
tracción de una columna de metal líquido (mercurio) en un tubo de cristal estrecho.

Un tipo diferente de unidad se basa en la medida angular - la asignación común de grados para

indicar la diferencia de dirección a la que dos líneas apuntan. La medida angular se ha establecido arbi-

trariamente dividiendo un círculo en 360 porciones iguales, cada una de las cuales se conoce como

grado. Cualquiera puede hacer realizar este juicio con exactitud - al menos en principio - por lo que

no es necesario mantener la unidad oficial de un grado en ningún organismo de normalización.

Para ser más precisos, un grado es la distancia angular cubierta cuando una línea que parte del
centro de un círculo gira 1/360 de distancia al¡p<i-T~—<l^la circunferencia; es una unidad de rotación."

Una línea recta que cruza por el centro del círculo de una parte a la otra lo divide en dos par-

tes iguales de 180 grados cada una, y una línea vertical desde la línea base u horizontal crea el ángu-

lo recto de 90°. Los ángulos rectos ñieron ampliamente conocidos y empleados en la antigüedad.

Además se pueden construir doblando una hoja de papel por la mitad dos veces, formando un trián-
guio con los lados con determinadas longitudes (con una proporción de 3, 4 y 5, por ejemplo) o con

dos herramientas de carpintero, una plomada realizada con una piedra suspendida de un extremo de

una cuerda y un nivel o simplemente con un contenedor de líquido de poca profundidad.
Los grados se definen matemáticamente según el movimiento alrededor de la circunferencia

de un círculo. La rotación a la derecha de una línea vertical desde el centro de un círculo a través de

la cuarta parte de su circunferencia produce un ángulo de 90°. La rotación a través de la mitad de la

circunferencia produce un ángulo de 180° y un circuito completo alrededor del círculo produce 360P.

El concepto de rotación da sentido a los ángulos negaüvos (rotación en dirección opuesta) y a los ángu-

los de más de 360° (más de una rotación completa). Algunos matemáticos piensan que los números

negativos, sobre todo su multiplicación y división, se pueden comprender mejor en relación con la

rotación de la secuencia numérica.

Las unidades técnicas de medición existen en todos los campos especializados para la luz, el

sonido, el olor, el color, la electricidad, la energía, la potencia y otros más. Los nombres de muchas de
estas unidades se encuentran con regularidad en nuestra vida diaria sin que necesariamente se enüen-

dan - como las calorías, los voltios y los vatios - y otras muchas son usadas y comprendidas solamente

por los expertos.

Medidas derivadas

He estado usando una gran variedad de términos para la división del espacio - distancia, lon-

gitud, anchura, peso. Todos se refieren al mismo tipo de medida, nonnalmente llamada lineal (o dis-

tancia en una línea). Se refieren a la extensión en un plano solamente en una dimensión. Pero las uni-

dades matemáticas comunes se han desarrollado para el espacio bidimensional y tridimensional, cal-

60.- La deiennmacióu de un grado como el eqmvaleule a la 1/360 áe la distancia alrededor de mía ciramferei)cia es Brbitraria, cuyo origen probnble-
mente es la aproximación al número de días del año, y üene que ver cou los métodos no decimales de conlar con una base de 60 mis, que de 10- exislen
allenutivas. Los geómetras y otios especialislus üeDden a hacer sus cálculos ungulaies según los radinnes (que son iguales a la proporción de la clistan-

cia akededar de la ciicunferenua de mi circulo copTespondienie a su radio)
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calado a partir de combinaciones de unidades lineales, mientras que otras unidades más exóticas ade-

cuan distancias y direcciones en el espacio que no tienen en absoluto superficies planas.
La medida más común del espacio bidimensional es el área, calculada de la distancia lineal en

dos direcciones: longitud y anchura o anchura y peso. Las áreas reducidas se expresan en unidades

convencionales como las pulgadas cuadradas, los pies cuadrados o las yardas cuadradas (o los centí-

metros y los metros cuadrados). Pero las unidades de área mayores tienen que tener su propio nom-
bre, como el acre (una rareza imperial que consiste en 4840 yardas cuadradas, el equivalente a 1/640
de milla cuadrada) y las hectáreas (10.000 metros cuadrados) en el sistema métrico.

Las medidas cuadradas no tienen que referirse necesariamente a áreas cuadradas. Las áreas de

los círculos, triángulos y obras formas específicas también se expresan con medición cuadrada.

Algunas medidas bidimensionales se construyen a partir de unidades tanto de espacio como de tiem-

po, como por ejemplo la velocidad, que computa los cambios en posición en el tiempo, y la acelera-

ción, que tiene que ver con los cambios de velocidad en el tiempo.

Las unidades tridimensionales tienen que ver con el volumen y se expresan comúnmente en

forma cúbica - pulgadas y pies cúbicos, centímetros y metros cúbicos, todos ellos calculados multi-

plicando un área por una tercera distancia lineal. Existen medidas cúbicas de capacidad que son par-
ticularmente útiles para materiales que nos son fáciles de contabilizar (la sal, el azúcar, el maíz o los

líquidos), incluyendo las pintas y los galanes imperiales y los litros métricos.
La enorme diversidad de sistemas de medida que existen en el mundo demuestra la viveza con

la que las gentes de diferentes comunidades y en diferentes épocas se han afanado en poner bajo con-
trol matemático sus vidas diarias. La mayor parte de la riqueza y el color (y la conñisión y la incom-

patibilidad) de estos sistemas históricos se ha racionalizado y normalizado en la forma métrica. Pero

muchas de estas unidades históricas todavía sobreviven.

Aún se usan excepcionalmente determinadas unidades de carácter peculiar. Es el caso de las

usadas por los farmacéuticos (granulas, copita), por los cocineros (cucharada, taza), por los joyeros

(quilates), por los marineros (brazas, nudos), por los impresores (puntos, picas) por los topógrafos

(concatenación), y para el papel (mano, resma), para la ropa (pieza) y para la madera (tabla, haz).
Las posibilidades para expresar y desarrollar el pensamiento que ofrece la construcción de uni-

dades distintivas no terminan con las matemáticas. Cualquier cosa que se pueda contar se puede repre-

sentar gráficamente - en gráficos de puntos, gráficos de barras, gráficos de tarta y cualquier otra forma

visible - para mostrar las relaciones entre números e incluso para resolver los problemas numéricos

sin el cálculo matemático.
Y la reducción de la mayoría de unidades a una sucesión de ceros y unos (o de la presencia y

ausencia, o "abierto" y "cerrado") ha hecho posible la digitalización que conllevan muchas de las tec-

nologías electrónicas contemporáneas, incluyendo la reproducción de alta resolución de imágenes y

sonido,

Medidas que escapan

A pesar de la sorprendente cantidad de unidades contables que el cerebro humano ha ideado

en su intento por colocar una red matemática por todo el mundo, no todo en lo que estamos mteresa-
dos se puede fácilmente reducir a la medida, Muchos aspectos significativos de la vida diaria contí-

núan eludiendo el entusiasmo unificador de los contables y las medidas.
La economía, la sociología y la psicología, por ejemplo, continúan siendo ciencias inexactas

debido a la dificultad de medir lo relacionado con los valores, senümientos y emociones humanas.
¿Cómo sería una unidad de la alegría, de la tristeza, del deseo, de la privación, de la salud, de la cóle-

ra, del miedo o de la pérdida?
A veces se emplean medidas bastante aproximadas e incluso discutibles para que el compor-
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tamiento humano sea sujeto al análisis estadístico, y con frecuencia se les atribuye una realidad que
no las justifican. Este ha sido especialmente el caso de la educación, donde se otorga equívocas "pun-

tuaciones" y "notas" al rendimiento de los estudiantes. Estos últimos, los padres, los periodistas, los

políticos y las autoridades educativas con frecuencia toman estas dudosas unidades en serio, y com-

paran a los individuos y a las instituciones unos con otros y toman decisiones que pueden provocar

enormes efectos en las vidas de las personas.

La creencia de que poner números a las capacidades y al comportamiento de las personas es
objetivo" produce el contrario efecto de subestkaar el juicio humano. La experiencia y la sabiduría

no cuentan en absoluto cuando se enfrentan a las estadísticas, aunque los números sean más aprpxi-

mados o parciales que los juicios de las personas que comprenden las situaciones desde una perspec-

uva más amplia. Por supuesto que los seres humanos pueden también tomar decisiones que sean erra-
ticas y parciales, pero normalmente resulta más fácil detectar y rectificar dichas anomalías que lo es

con los acorazados números.

Notación - Puntos de referencia en el mundo de las matemáticas 83

CAPÍTULO 9

Notación - Puntos de referencia en el mundo de las matemáticas

Las matemáticas son todo lo que se puede hacer con los números. No obstante, los números

por sí solos se pueden usar para bien poco aparte de para contar. Cualquier cosa que se desee hacer

con los números, cualquier modelo o relación que se quiera explorar, requiere de la notación. Y la
notación es la roca donde cualquier empresa matemática va a pique; el lugar donde el lenguaje nata-

ral y las matemáticas se separan en los lados opuestos del muro de cristal. Incluso el ubicuo signo =

no puede nunca explicarse del todo con palabras.
Porque en tanto en cuanto las personas han tenido números, han tenido que inventar la nota-

ción para usarlos. Aún así, muchas de las personas que tienen problemas con las matemáticas consi-

deran que la notación es más problemática que los números. ¿Cómo es posible que algo que se supo-

ne que es una ayuda resulte ser un obstáculo?
En primer lugar tratemos de aclarar de qué estamos hablando o, al menos, de aclarar ellen-

guaje usado al discutir la notación matemática. Una vez más, observaremos que el lenguaje diario no

es del todo útil cuando hablamos de cuestiones matemáticas - ese es uno de los problemas. Pero pues-

Eo que el lenguaje diario es el único con el que contamos para comunicamos, es mejor que examine-

mos lo preciso que resulta al discutir la notación de las matemáticas.
Lo que sigue son los tipos de notación matemática a los que me estoy refiriendo:

+ - x (o * o •) - (o /) =

junto con los más esotéricos:

() .'.<>±V^/.£2U^)3J JlAy muchos otros, así como sus

equivalentes griegos:

a p tp ü>

e igualmente los números

1 2 3... (ocasionalmente en forma romana: I II III...)

Los puntos también son una notación matemática que indica que la serie puede continuar.

¿Con qué exactamente estamos tratando en este rico conjunto de elementos rotacionales? Se

habla de ellos de distintas formas. A veces se les llaman signos (como en "+ es el signo más ) y otras
veces se les llaman símbolos (como en "+ y - son símbolos matemáticos"). A veces se dice que indi-

can determinadas situaciones matemáticas y otras veces que las representan.
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¿Qué son, signos o símbolos, indicadores o representaciones? ¿Y supone alguna diferencia
cómo se les llame? ¿Si es así, cómo se les debería llamar?

Hasta cierto punto, cómo se les llame supone una diferencia obvia. Algunas personas que sien-
ten poca afinidad con las matemáticas dicen que es porque tienen dificultad en pensar simbólicamen-

te o que la sola visión de un símbolo les provoca bloqueo mental. Pero nunca he conocido a nadie que

diga lo mismo con respecto a los signos. Si a los elementos notacionales de las matemáticas se les

conociera como signos en vez de cómo símbolos, ¿desaparecería el muro de cristal?

Signos, símbolos, iconos, indicadores y representaciones

Como siempre, no sirve de nada buscar en los diccionarios el significado exacto de signo y

símbolo. Los diccionarios nos dicen cómo se usan determinadas palabras, pero no lo que las personas

que las usan realmente piensan sobre lo que están hablando.

El problema no es que las personas usen las palabras con poca precisión, sino (ya lo he dicho

varias veces anteriormente) que las palabras en el lenguaje diario no tienen significados precisos.

En un sentido muy común, un signo es simplemente la indicación de lo que se puede o se debe-

ría hacer - girar a la derecha, parar, no fumar, pagar aquí, salir, aparcar, entradas, comida rápida, etc.

en este sentido, + y - pueden considerarse razonablemente signos; indican adición y sustracción.

Normalmente, se considera que un signo es arbitrario, sin una conexión o parecido obvios con lo que

se supone que indica. No 'lsignifica" nada, en el sentido de poder ocupar su lugar.

Sin embargo, algunos signos pueden ser proféticos y estar estrechamente asociados con lo que

indican. Las nubes negras son signo de lluvia. Los puños cerrados son signo de ira. (A los signos que

deliberadamente se inventan para que tengan parecido con aquello que quieren representar, como los

signos de señoras y caballeros en los aseos públicos o las múltiples imágenes que se usan en los moiú-

lores de los ordenadores, se les llama iconos).

Y en un sentido muy común, un símbolo es simplemente algo que significa otra cosa, nor-

malmente con una asociación conceptual si no un parecido directo. La corona es símbolo de la reale-

za, un rifle es símbolo de poder, la paloma es el símbolo de la paz. El logotipo de una empresa es un

símbolo. En este sentido, los símbolos son señales de lo que representan. Pueden adorarse o temerse.

Si no se puede saludar al rey, se saluda a la bandera.

Pero la palabra símbolo también se usa comúnmente para referirse a un upo particular de

forma tipográfica - un "carácter'1 en una maquina de escribir o en el teclado de un ordenador. No exis-
te nada simbólico en los símbolos del teclado pero desde luego que yo no los llamaría signos.

No existe una línea divisoria clara entre la forma en que se usan dos palabras en la vida coti-

diana. Cosas que en ocasiones llamamos signos, en otras las llamamos símbolos."

A veces no podemos decir si algo pretende ser un signo, un símbolo o un icono a menos que

entendamos la idea que está detrás de él. Un animal pintado en el muro de una caverna puede ser una
representación de algo que el artista vio durante el dtía, una indicación de algo que tenía en mente, un

signo de que el cazador había conseguido una presa o un símbolo de algo que tenía que adorarse.

No hay nada raro en todo esto. Una ambigüedad similar existe con la notación musical. ¿Qué

es ? Es un signo cuando indica que determinada nota o notas deben tocarse o cantarse en clave triple;

es un símbolo cuando aparece impreso en la cubierta del programa de un concierto; y en compañía de

otras notaciones musicales representa un pasaje musical.

61.- Los semióücos - especialistas que estudian los sistemas nolacionales - hacen una distinción téciücn entre los signos y los símbolos, y reservan los
primeros páralos casos en los que existe conexión o parecido Ksico de cualquier clase y los segundos pora asociaciones uonveQcionales o aibitrarias. Pero
ningún individuo o grupo pueden establecer noimas sobre cómo las personas en general usan e] leuguoje, Tampoco existe nada erróneo coa r&specto a
cómo las personas eu general usan el lenguaje, siempre y cuando las endendun Bquellos a quienes vn dirigido el mensaje La cada vez mayor - y esen-
cialmente artificial - prccisitín üene un precio. Exige leyes drBconianus sobre el uso del lenguaje, que muy pocos tolerarían, o mfe palabras. El filósofo
KARL PoprER (quien siempre escribió clara y lúcidamente) dijo que la extra prccisióu en el lenguaje solnmente se podria conseguir a costa de la claridad

(1976, p 24).

Notación - Puntos de referencia en el mundo de las matemáticas 85

Desde el punto de vista üpográfico, todas las notaciones matemáticas son símbolos (sin ser

simbólicos). Desde el punto de vista práctico, todas las notaciones matemáücas son signos de que algo

se ha hecho, o se debería hacer. Pero desde el punto de vista puramente matemático, todas las nota-
ciernes representan relaciones."

Los signos, los símbolos, los iconos, las representaciones y los indicadores (por no hablar de
las imágenes, los emblemas, las abstracciones, los operadores) son un gmpo de palabras que cubren

un amplio rango de significados, a veces solapándose, y que tienen normalmente más de un significa-
do. La riqueza de uso es típica del lenguaje - en realidad, contribuye al poder del lenguaje - y consti-

tuye un problema solamente cuando las personas exigen una particular precisión en el uso de las pala-

bras o creen que el examen detallado de una palabra revelará una verdad esencial sobre aquello a lo

que ésta se refiera. Todo lenguaje cotidiano es convencional y depende en gran parte del accidente his-
tórico y de una implícita comprensión y acuerdo comunal.

¿Así pues, a dónde nos lleva esto con respecto a la notación matemática? Significa que no
importa cómo hablemos de los distintos elementos notacionales - si los llamamos signos, símbolos,

marcas, caracteres o lo que quiera que sea - siempre y cuando no creamos que los nombres revelen

nada profundo sobre la notación en sí. Y siempre y cuando no pensemos que hay algo distintivo en la

notación matemática que la hace intrínsecamente más difícil de entenderse que otros elementos simi-
lares en otros contextos.

En todo caso, ¿cuál es el significado o propósito esencial que hay detrás de los diferentes tipos

de notación matemática? Una posibilidad, a la que ya he aludido, es simplemente decir que la nota-

ción se usa para representar ideas o situaciones matemáticas particulares. Una posibilidad alternativa,

que comporta gran poder, es considerar la notación como un intermediario entre la mente humana y el
mundo de las matemáticas.

EL PAPEL DE LA NOTACIÓN MATEMÁTICA

Déjenme presentar una nueva metáfora. Cada vez que hacemos algo matemático - o pensamos
matemáticamente - desenrollamos en nuestra mente un tapiz imaginario de extensión ilimitada, del

que cada pequeño pespunte es un número. Y cada uno de esos pespuntes forma parte de una serie inde-
fmida de complejos modelos.

Si seguimos los mismos pespuntes, descubriremos los mismos modelos, las mismas relacio-

nes. Y lo mismo le ocuirirá a cualquiera que siga la misma ruta. Existen innumerables modelos entre

estos pespuntes, algunos muy corrientes y otros muchos apenas conocidos por algunos, y otros toda-
vía por descubrir. Podemos seguir determinadas directrices que nos revelen modelos en los que esta-

mos interesados y podemos dar directrices que otros puedan seguir.
Lo más notable del tapiz es que no es necesario desenroUarlo por completo para explorar una

parte. A los números en los que no estemos interesados, o no vayamos a necesitar, no es necesario que

se les moleste. Para sumar o multiplicar 472 y 476, no es necesario pensar en 473, 474, 475, o cual-

quier otro número que sea irrelevante para el propósito que persigamos; tampoco necesitamos en este

caso la resta ni la división o la raíz cuadrada.
¿Qué es lo que nos permite realizar estos movimientos precisos y específicos -el uso de una

aguja finísima puede ser una buena analogía? La notación,
La notación indica los diferentes tipos de modelo que pueden existir entre los pespuntes del

mágico tapiz de los números. No indica todos los modelos posibles - nada podría hacerlo - pero sí

62,- Paia ser mucho más preciso, las personas represenun reIacionM a [ravés de la notaciún. KAMH (1985,2000) ha seftalado que los cuadros, los gm-
pos de objeios y los signos o símbolos matemáticos no representaa nada. La palabra "ires" y el número 3 lio representan tres de nada, ni siquiera la ¡dea
de ues; el niimero 3 se usa o lo tomun las penonas (en el caso que ella está discutiendo, niños) para representar cualquier idea o Función de tres que len-
giin en menie Por canto, cuando esloy habluido de notación que representa cualquier cosa, es uu atajo para decir que las personas representan ideas a

través de la notacióu.
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¿Qué son, signos o símbolos, indicadores o representaciones? ¿Y supone alguna diferencia
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En un sentido muy común, un signo es simplemente la indicación de lo que se puede o se debe-
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en este sentido, + y - pueden considerarse razonablemente signos; indican adición y sustracción.

Normalmente, se considera que un signo es arbitrario, sin una conexión o parecido obvios con lo que

se supone que indica. No 'lsignifica" nada, en el sentido de poder ocupar su lugar.

Sin embargo, algunos signos pueden ser proféticos y estar estrechamente asociados con lo que

indican. Las nubes negras son signo de lluvia. Los puños cerrados son signo de ira. (A los signos que

deliberadamente se inventan para que tengan parecido con aquello que quieren representar, como los

signos de señoras y caballeros en los aseos públicos o las múltiples imágenes que se usan en los moiú-

lores de los ordenadores, se les llama iconos).

Y en un sentido muy común, un símbolo es simplemente algo que significa otra cosa, nor-

malmente con una asociación conceptual si no un parecido directo. La corona es símbolo de la reale-

za, un rifle es símbolo de poder, la paloma es el símbolo de la paz. El logotipo de una empresa es un

símbolo. En este sentido, los símbolos son señales de lo que representan. Pueden adorarse o temerse.

Si no se puede saludar al rey, se saluda a la bandera.

Pero la palabra símbolo también se usa comúnmente para referirse a un upo particular de

forma tipográfica - un "carácter'1 en una maquina de escribir o en el teclado de un ordenador. No exis-
te nada simbólico en los símbolos del teclado pero desde luego que yo no los llamaría signos.

No existe una línea divisoria clara entre la forma en que se usan dos palabras en la vida coti-

diana. Cosas que en ocasiones llamamos signos, en otras las llamamos símbolos."

A veces no podemos decir si algo pretende ser un signo, un símbolo o un icono a menos que

entendamos la idea que está detrás de él. Un animal pintado en el muro de una caverna puede ser una
representación de algo que el artista vio durante el dtía, una indicación de algo que tenía en mente, un

signo de que el cazador había conseguido una presa o un símbolo de algo que tenía que adorarse.

No hay nada raro en todo esto. Una ambigüedad similar existe con la notación musical. ¿Qué

es ? Es un signo cuando indica que determinada nota o notas deben tocarse o cantarse en clave triple;

es un símbolo cuando aparece impreso en la cubierta del programa de un concierto; y en compañía de

otras notaciones musicales representa un pasaje musical.

61.- Los semióücos - especialistas que estudian los sistemas nolacionales - hacen una distinción téciücn entre los signos y los símbolos, y reservan los
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(1976, p 24).
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Desde el punto de vista üpográfico, todas las notaciones matemáticas son símbolos (sin ser

simbólicos). Desde el punto de vista práctico, todas las notaciones matemáücas son signos de que algo

se ha hecho, o se debería hacer. Pero desde el punto de vista puramente matemático, todas las nota-
ciernes representan relaciones."

Los signos, los símbolos, los iconos, las representaciones y los indicadores (por no hablar de
las imágenes, los emblemas, las abstracciones, los operadores) son un gmpo de palabras que cubren

un amplio rango de significados, a veces solapándose, y que tienen normalmente más de un significa-
do. La riqueza de uso es típica del lenguaje - en realidad, contribuye al poder del lenguaje - y consti-

tuye un problema solamente cuando las personas exigen una particular precisión en el uso de las pala-

bras o creen que el examen detallado de una palabra revelará una verdad esencial sobre aquello a lo

que ésta se refiera. Todo lenguaje cotidiano es convencional y depende en gran parte del accidente his-
tórico y de una implícita comprensión y acuerdo comunal.
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de notación matemática? Una posibilidad, a la que ya he aludido, es simplemente decir que la nota-
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que comporta gran poder, es considerar la notación como un intermediario entre la mente humana y el
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Déjenme presentar una nueva metáfora. Cada vez que hacemos algo matemático - o pensamos
matemáticamente - desenrollamos en nuestra mente un tapiz imaginario de extensión ilimitada, del

que cada pequeño pespunte es un número. Y cada uno de esos pespuntes forma parte de una serie inde-
fmida de complejos modelos.
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nes. Y lo mismo le ocuirirá a cualquiera que siga la misma ruta. Existen innumerables modelos entre

estos pespuntes, algunos muy corrientes y otros muchos apenas conocidos por algunos, y otros toda-
vía por descubrir. Podemos seguir determinadas directrices que nos revelen modelos en los que esta-

mos interesados y podemos dar directrices que otros puedan seguir.
Lo más notable del tapiz es que no es necesario desenroUarlo por completo para explorar una

parte. A los números en los que no estemos interesados, o no vayamos a necesitar, no es necesario que

se les moleste. Para sumar o multiplicar 472 y 476, no es necesario pensar en 473, 474, 475, o cual-

quier otro número que sea irrelevante para el propósito que persigamos; tampoco necesitamos en este

caso la resta ni la división o la raíz cuadrada.
¿Qué es lo que nos permite realizar estos movimientos precisos y específicos -el uso de una

aguja finísima puede ser una buena analogía? La notación,
La notación indica los diferentes tipos de modelo que pueden existir entre los pespuntes del

mágico tapiz de los números. No indica todos los modelos posibles - nada podría hacerlo - pero sí

62,- Paia ser mucho más preciso, las personas represenun reIacionM a [ravés de la notaciún. KAMH (1985,2000) ha seftalado que los cuadros, los gm-
pos de objeios y los signos o símbolos matemáticos no representaa nada. La palabra "ires" y el número 3 lio representan tres de nada, ni siquiera la ¡dea
de ues; el niimero 3 se usa o lo tomun las penonas (en el caso que ella está discutiendo, niños) para representar cualquier idea o Función de tres que len-
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indica los especialmente significativos y úüles. Además nos enseña cómo descubrir aspectos paiticu-

lares de esos modelos. La notación es muy parecida a los símbolos cartográficos de un mapa, que

conectan la mente humana con la parte del mundo físico que el mapa representa. La notación de las

matemáücas conecta la mente humana con los caminos y los rasgos del mundo de las matemáücas.
Nos ayuda a comprender lo que hay detrás del muro de cristal.

El poder de la igualdad

Tal vez la relación más importante de las matemáticas, a través de toda su larga y compleja

historia, es la relación representada por uno de los primeros signos que se aprenden, el de la igualdad.
Estoy hablando del signo =, el más importante y aún así el menos discutido de todos los elementos

notacionales.

La igualdad es el eje sobre el que cualquier enunciado matemático gira. Todo aquel que no

entienda igual" nunca entenderá las matemáticas.

Aún así, el concepto de igualdad raramente se ensena de modo específico, y cuando se hace,
la explicación probablemente es poco precisa e incompleta. Pero tiene que serlo. La igualdad en las

matemáticas es algo que se tiene que entender desde dentro, experimentarse más que te lo enseñen. La

igualdad, matemáticamente hablando, no se puede traducir a palabras, como ya advertí en el capítulo

3.

A veces, al signo = se le considera el nexo entre una pregunta y una respuesta; 2+3 es la pre-

gunta y 5 es la respuesta. Este es específicamente el caso de los primeros cursos escolares, donde cada

línea de los ejercicios matemáticos está cubierta por signos =. En niveles superiores de razonamiento

matemático, el signo = indica los sucesivos pasos de una argumentación o demostración, donde nada
puede quedar en la izquierda:

1/2 +3/4 = 2/4 + 3/4
=5/4

=1 1/4

Las escaleras de signos = pueden en ocasiones extenderse a lo largo de páginas y páginas de

razonamientos matemáticos, sin que, desde la primera línea aparezca en ningún momento nada en la

parte izquierda. Por el contrario, el = representa otro paso más en una compleja aunque dirigida
secuencia de movimientos desde el primer enunciado a la izquierda del signo hasta el enunciado final

de la derecha. En otras palabras, cada = indica un pequeño cambio de dirección en la progresión desde

un modelo matemático hasta el siguiente, un movimiento desde un pespunte hasta el siguiente.

Cada paso puede ser una igualdad, pero la secuencia entera es un viaje. Cada = introduce un
movimiento que tiene un propósito porque se dirige desde un punto - el punto de partida - hasta un

destino que puede estar muy lejos. El destino puede ser familiar (una demostración) o algo descono"
cido hasta ahora (un descubrimiento), y el viaje desde el punto de inicio hasta su destino puede com-

pletarse de otras formas (como en las "pruebas" matemáticas). Pero cada = es una garantía de que se

sigue el camino sin interrupciones, de que el hilo matemático no se rompe.
Por supuesto, hasta ahora estoy moviéndome en la metáfora. Pero cualquier intento de expli-

car = en el lenguaje diario está abocado a ser metafórico. El signo = tiene un significado, un signifí-

cada muy preciso, pero es un significado que no puede explicarse por completo con palabras; sola-
mente puede intuirse y comprenderse matemáticamente. En cierto senüdo, 1+1=2 explica todo sobre

el signo =.

Notación - Puntos de referencia en el mundo de las matemáticas 87

Signos familiares y desconocidos

Debido a que los signos +, -, x, H son familiares, tendemos a pensar que son obvios y claros.

Aunque normalmente se les conoce como operadores, o como signos para operaciones" matemáti-

cas, estos signos son en realidad expresiones de relaciones; representan relaciones particulares enh-e
modelos infinitos de números, de la misma forma que la notación musical representa diferentes tipos
de melodía, ritmo y armonía.

Por sí solos, 472 y 473 no significan nada, pero conectados por los familiares signos +, -, x,

F[, forman caminos únicos entre los modelos infinitos de números.

Lo mismo ocurre con otros elementos notacionales, que para muchos pueden resultar menos

familiares, como es el caso de los números elevados a la segunda potencia (32 = 9) o el de las raíces

cuadradas (-9 = 3). Una notación que me entusiasmó la primera vez que la vi es el signo factorial, o

!, que sucintamente indica (con evidente sorpresa) un número multiplicado por todo número entero

menor a él mismo:
6!=6x5x4x3x2xl=720

Un pequeño círculo a modo de superíndice indica que nos encontramos en el ámbito de los

grados, como en 90 . Representar los ángulos con un pequeño cero podría considerarse una rareza,

pero no más que la notación para las fracciones de un grado, cuya sexagésima parte es un minuto,

representado como , y cuya sexagésima parte se llama segundo y se representa con . Los minutos y

los segundos obviamente subdivisiones de la hora, en las mismas sexagésimas proporciones y se repre-
sentan con los mismos signos 'y ' .

Sorprendentemente, dado que las matemáticas provienen de la tan familiar relación para todos
(incluidos los niños) "mayor que" y "menor que", la notación matemática para "mayor que" y "menor

que" (> y <) se introduce relativamente tarde en el desarrollo matemático de muchas personas y con

frecuencia causa cierto desconcierto.

La relación representada por > y < puede resultar especialmente difícil de comprender cuando

se usa en expresiones como

20<X< 30
que se supone que se lee "20 es menor que el número representado por la X, que es menor que

treinta .

Un modo más comprensible de plantear este enunciado podría ser X es el número que está

entre 20 y 30" o "X es mayor que 20 y menor que 30". En ambos casos, X es el sujeto de la expresión

y se comprende mejor si se lee en primer lugar. Pero ni "X >20, X<30 ni X >20<30 son enuncía-

dos matemáücos gramaticales. La expresión "20<X<30" tiene senüdo solamente desde una perspec-

tiva matemática, como una oración que se deba leer de una sola vez.
Algunos elementos notacionales se usan específicamente para ayudar a los lectores a usar

expresiones matemáticas y para asegurarse de que no se siguen direcciones erróneas. Estos signos,

cuando se usen y si se usan, siguen reglas muy estrictas, siendo la primera que deben siempre apare-

cer en pareja. Me estoy refiriendo a las Uaves (o paréntesis) como (), { }, y [ ].
A veces, el uso de las llaves es opcional, simplemente en aras de la claridad, como cuando he

escrito la forma más legible (5+2) en vez de 5+2 en este texto. A veces son obligatorias. A veces van

insertadas, como en las expresiones (33 H (7+6(12-7))), donde la computación indicada en el par de

paréntesis más interno debe realizarse en primer lugar. La expresión matemáüca anterior es una expre-

sión matemáticamente perfecta, a pesar del amontonamiento de paréntesis en la derecha. Los parénte-

sis insertados son raramente aceptados en el lenguaje escrito - (donde se consideran poco útiles (y con-

fusos (para muchas personas))) - y nunca se leerían desde dentro hacia fuera.
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indica los especialmente significativos y úüles. Además nos enseña cómo descubrir aspectos paiticu-

lares de esos modelos. La notación es muy parecida a los símbolos cartográficos de un mapa, que

conectan la mente humana con la parte del mundo físico que el mapa representa. La notación de las

matemáücas conecta la mente humana con los caminos y los rasgos del mundo de las matemáücas.
Nos ayuda a comprender lo que hay detrás del muro de cristal.

El poder de la igualdad

Tal vez la relación más importante de las matemáticas, a través de toda su larga y compleja

historia, es la relación representada por uno de los primeros signos que se aprenden, el de la igualdad.
Estoy hablando del signo =, el más importante y aún así el menos discutido de todos los elementos

notacionales.

La igualdad es el eje sobre el que cualquier enunciado matemático gira. Todo aquel que no

entienda igual" nunca entenderá las matemáticas.

Aún así, el concepto de igualdad raramente se ensena de modo específico, y cuando se hace,
la explicación probablemente es poco precisa e incompleta. Pero tiene que serlo. La igualdad en las

matemáticas es algo que se tiene que entender desde dentro, experimentarse más que te lo enseñen. La

igualdad, matemáticamente hablando, no se puede traducir a palabras, como ya advertí en el capítulo

3.

A veces, al signo = se le considera el nexo entre una pregunta y una respuesta; 2+3 es la pre-

gunta y 5 es la respuesta. Este es específicamente el caso de los primeros cursos escolares, donde cada

línea de los ejercicios matemáticos está cubierta por signos =. En niveles superiores de razonamiento

matemático, el signo = indica los sucesivos pasos de una argumentación o demostración, donde nada
puede quedar en la izquierda:

1/2 +3/4 = 2/4 + 3/4
=5/4

=1 1/4

Las escaleras de signos = pueden en ocasiones extenderse a lo largo de páginas y páginas de

razonamientos matemáticos, sin que, desde la primera línea aparezca en ningún momento nada en la

parte izquierda. Por el contrario, el = representa otro paso más en una compleja aunque dirigida
secuencia de movimientos desde el primer enunciado a la izquierda del signo hasta el enunciado final
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Cada paso puede ser una igualdad, pero la secuencia entera es un viaje. Cada = introduce un
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cada muy preciso, pero es un significado que no puede explicarse por completo con palabras; sola-
mente puede intuirse y comprenderse matemáticamente. En cierto senüdo, 1+1=2 explica todo sobre

el signo =.
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Signos familiares y desconocidos

Debido a que los signos +, -, x, H son familiares, tendemos a pensar que son obvios y claros.
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de melodía, ritmo y armonía.

Por sí solos, 472 y 473 no significan nada, pero conectados por los familiares signos +, -, x,
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!, que sucintamente indica (con evidente sorpresa) un número multiplicado por todo número entero
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6!=6x5x4x3x2xl=720
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que" (> y <) se introduce relativamente tarde en el desarrollo matemático de muchas personas y con
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sión matemáticamente perfecta, a pesar del amontonamiento de paréntesis en la derecha. Los parénte-
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CUANDO LA X INDICA UN PUNTO

Por primera vez, en las últimas páginas, he introducido la ubicua letra X para que ocupe el
lugar de un número específico o desconocido. Es el momento de referimos a esas ocasiones en que

los símbolos matemáücos son realmente símbolos, porque significan otra cosa. (Usaré la X mayúscu-
las para que resulte más legible, pero en matemáticas es indiferente el uso de la minúscula como de la

mayúscula, mientras que en otros contextos la x, y, z y la X, Y, Z tienen funciones y significados dife-

rentes).

El uso de las letras para reemplazar a los números tiene una historia y un nombre, álgebra,

"que hace mención a tiempos antiguos, y que ha añadido un inmenso poder a las matemáücas. En efec-

to, permite a los matemáticos estudiar lo que los números hacen sin usar en reaüdad los números.

En expresiones matemáticas, las familiares A, B, C y las X, Y, Z representan cualquier núme-

ro. A veces dicen lo que es el número, como en X = 7, y a veces no. A veces es necesario hallar lo que

la X representa: 5 + X = 7, por lo tanto X = 2. En esos casos, a la X se le llama una incógnita. Pero en

otras ocasiones no hay un número específico al que la letra represente, y en ese caso a la X se le llama
variable. El número específico que la X representa en una determinada ocasión depende del contexto

en el que la X se encuentre; en la parte de las matemáticas que se esté observando. Es el camaleón de

un número. Los niños normalmente no tienen problema alguno cuando la X aparece como incógnita;/

pero sí se muestran conñisos cuando es una variable.
El uso de las letras como variables evita muchas repeticiones matemáticas. La antigua receta

para construir un triángulo con un ángulo recto era hacer los lados en la proporción 3, 4 y 5, porque

todos los triángulos tienen un ángulo recto si los cuadrados de los dos lados más cortos son igual al

cuadrado del lado mayor. (Por ejemplo, 32 +42 = 52, es decir, 9 + 6 = 25). Pero existen muchísimas
otras formas de construir un ángulo recto; una de ellas es 92 + 122 = 152, es decü-, 81 + 144 = 225.

Una forma simple de expresar esas relaciones que un triángulo con ángulo recto se produce cuando

los tres lados, llamados a, b y c presentan la relación a2 + b2 = c2.

Existen además ocasiones en que un número en particular no se conoce y nos gustaría usar una
"señal" de forma que se pueda seguir con el proceso matemático. Se usa un símbolo algebraico de la

misma forma que se usa un marcador en un libro para señalar algo que en ese momento no se entien-

de, y donde queremos volver una vez que hayamos descubierto el significado.

Especialistas de muchas profesiones usan las fórmulas algebraicas para solucionar ecuaciones

complejas, y el álgebra la usan los matemáücos especializados para explorar las matemáücas, convir-
tiéndola casi en el lenguaje de las matemáücas. Es más fácil expresar estructuras del sistema numéri-

co con el álgebra, de la mistíia forma que es más fácil hablar en general sobre las personas si no que-

remos nombrarlos por sus nombres propios.

El centro de las tinieblas

Muchas personas tienen grandes dificultades con el álgebra - incluso con un simple símbolo

algebraico - o con cualquier otro tipo de notación matemática. Explican que "no pueden pensar sim-

bólicamente" o que les provoca náuseas la simple visión de los símbolos. Se muestran ciegos ante

cualquier cosa que no sea una letra o un número tal y como los conocen en el familiar contexto del

mundo real .

Pero es difícil entender por qué una persona se puede mostrar tan afligida ante algo así.
"Símbolo" es solamente una palabra (aunque tal vez es la palabra a la que tienen miedo las personas

que dicen no gustarle los símbolos). Nos encontramos con símbolos todos los días y les damos send-

63.- LB palabra árabe de donde prowiene el [émúno es aI-JBbra, que se refiere a la fijacidn de un hueso rolo. El salto metaf&rico desde UD proceso qui-
rúrgico al uso de las letras en lugar de los nfimeios es demasiado complejo incluso para tenerio en cuenla
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do sin ser conscientes de ello.

Entendemos los iconos que hay en la pantalla del ordenador. No tenemos dificultad alguna con

el significado de _ y de _. No tenemos problema alguno en considerar la bandera un símbolo de un

país, o un anillo como símbolo de un compromiso, o un corazón como símbolo del amor. Entonces,
¿por qué la dificultad con las inofensivas X, Y, Z? La única ocasión en que las personas üenen miedo
a los símbolos es cuando el tema son las matemáticas o cualquier otro-tema técnico".

El temor a los símbolos paede ser una racionalización de un fracaso más general en la com-

prensión o una reliquia de algunas experiencias desagradables. Pero sospecho que el problema subya-
cente es que las víctimas de la símbolofobia nunca entran en el mundo de las matemáticas para obser-

var los elementos notacionales desde dentro. Ese es el centro del problema. La falta de comprensión

conduce invariablemente a las dificultades con la memorización.

Desde fuera del mundo de las matemáticas, mirando a través del muro de cristal, las personas

verán los símbolos matemáticos como algo feo e indescifrable. La mayoría de las personas conocen

los símbolos algebraicos después que los números; los símbolos se presentan como algo diferente a

los números, y aparentan ser totalmente distintos. Justo cuando ya pensamos que la cuestión de 1, 2,

3, 4... está totalmente bajo control, aparecen otros símbolos, algunos de los cuales los conocemos -

como es el caso de las letras del alfabeto -, pero en un contexto totalmente extraño. Y como siempre,

las explicaciones verbales no dicen nada a los no iniciados matemáticamente. La comprensión hay que

elaborarla, no confiar en ella.

No es el fin de la historia

Todos los signos matemáticos son arbitrarios. Podrían ser diferentes y de hecho muchos lo fue-

ron en el pasado. Para Newton, hace menos de 400 años, la mulüphcación se indicaba poniendo los

dos números implicados en ella uno junto al otro, sin ningún signo específico.fllt
Los signos matemáücos están siempre sujetos al cambio y desde luego que todavía no se ha

dicho la última palabra en cuanto al conjunto que ahora usamos.
Los ordenadores han traído consigo un enorme cambio en la notación matemática, gran parte

de ese cambio para adecuar el teclado. El H que era un elemento básico de mi niñez no viene repre-
sentado en mi teclado (lo que no deja de ser una inconveniencia) y ha sido ampliamente sustituido por

la "barra inclinada" (/ ), que poco tiene que hacer en la comunicación persona - a - persona. La letra
X de mi teclado no es adecuada para emplearse como la x matemática y hoy en día la multiplicación

se representa con una estrella o un asterisco ( * ), otro símbolo tipográfico del teclado que de otra

forma no se usaría mucho. El cuadrado de un número se indica con un doble asterisco: 3** = 9.

Incluso más enrevesado, las potencias de los números se indican con un acento circunflejo: 3A2 = 9;

4A3 = 64, que es además la notación empleada en la calculadora que yo uso.
Debido a la arbiü-ariedad de la notación matemáüca, no hay manera alguna de que el signifi-

cado de los signos matemáticos solté con facilidad al ojo o a la mente del que aprende, aunque las per-

sanas familiarizadas con su uso tengan la sensación de que el significado es obvio, indiscutible e inme-

diato. ¿Qué otra cosa podría significa + sino "más"76s

64.- Tbdavía eKÍslen ocasioues eu las que el signo se omite en la muldplicación, por ejemplo, coa los signos algebraicos (6X sigmfica 6 x X) y delanle

de los paréntesis -6 (2 + 3) siguifico 6^(2+3). . .
65.- El' signo + üenc una herencia litera], aunque sería difícil adivinarla hoy. En IB Edarl Media, + denvó de la letra t en la palabra escrila ct, que sigmn-

ca 'y (que bien podía ser mejor nombie para ese signo que "sumar")
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CAPÍTULO 10

Números entre números

Atravesemos el muro de cristal, vayamos al mundo labenntico de las matemáticas. Los ente-
ros (los números enteros positivos y negativos) tienen posibilidades ilimitadas de construir nuevos

números. Sumemos dos números cualquiera, no importa lo grandes que sean y obtendremos un nuevo

número que es el total exacto de ambos. Multipliquemos dos números, no importa su tamaño, y el

número que resulte será el producto preciso de los otros dos números.
Las mismas ilimitadas posibilidades se aplican a la sustracción, puesto que hacemos uso del O

y de todos los números "negativos". Los números negativos se aseguran de que siempre se encuentre

un resultado preciso para la suma, la multiplicación y la sustracción de números más pequeños que 0.

No es fácil imaginar circunstancias en las que tengamos que multiplicar esas cantidades tan pequeñas,

especialmente porque el resultado es un número incluso más pequeño, pero conforta saber que no

importa lo grandes o pequeños que sean los números con los que estamos tratando, no existe riesgo

alguno de que nos quedemos sin números para la suma, la sustracción y la multiplicación.
Pero el sistema de los números enteros tiene además innumerables vacíos. Mientras que los

enteros pueden proporcionar siempre un valor para la suma, sustracción y multiplicación, no siempre
se encuentra un número entero para la división. Si se intenta dividir 3 entre 2, u 8 entre 3, el valor que

resulta queda entre dos números enteros adyacentes. Es mayor que uno de los números, pero menor

que el otro.

Para los pioneros en el mundo de las matemáticas, la necesidad de rellenar los huecos que apa-

recen entre los enteros del sistema de los números enteros constituía un molesto problema. Pero una

vez más el sistema numérico demostró su extraordinaria versatilidad. Se podía crear un sistema de

números diminutos que rellenaran los huecos que quedaban entre los números enteros, un mundo den-

tro de otro mundo, que se integrase sin fisuras en un sistema mayor. Un modo familiar de construu-

estos subsistemas era a través de las fracciones.

FRACCIONES

A la raza humana le llevó cientos de anos averiguar que las fracciones podían rellenar los espa-

cios que quedaban entre los números enteros, y todavía son muchas las personas que no logran enten-
derlás ni usarlas. También los niños encuentran dificultad en comprender que las fracciones son núme-



T
Números entre números 91

CAPÍTULO 10

Números entre números

Atravesemos el muro de cristal, vayamos al mundo labenntico de las matemáticas. Los ente-
ros (los números enteros positivos y negativos) tienen posibilidades ilimitadas de construir nuevos

números. Sumemos dos números cualquiera, no importa lo grandes que sean y obtendremos un nuevo

número que es el total exacto de ambos. Multipliquemos dos números, no importa su tamaño, y el

número que resulte será el producto preciso de los otros dos números.
Las mismas ilimitadas posibilidades se aplican a la sustracción, puesto que hacemos uso del O

y de todos los números "negativos". Los números negativos se aseguran de que siempre se encuentre

un resultado preciso para la suma, la multiplicación y la sustracción de números más pequeños que 0.

No es fácil imaginar circunstancias en las que tengamos que multiplicar esas cantidades tan pequeñas,

especialmente porque el resultado es un número incluso más pequeño, pero conforta saber que no

importa lo grandes o pequeños que sean los números con los que estamos tratando, no existe riesgo

alguno de que nos quedemos sin números para la suma, la sustracción y la multiplicación.
Pero el sistema de los números enteros tiene además innumerables vacíos. Mientras que los

enteros pueden proporcionar siempre un valor para la suma, sustracción y multiplicación, no siempre
se encuentra un número entero para la división. Si se intenta dividir 3 entre 2, u 8 entre 3, el valor que

resulta queda entre dos números enteros adyacentes. Es mayor que uno de los números, pero menor

que el otro.

Para los pioneros en el mundo de las matemáticas, la necesidad de rellenar los huecos que apa-

recen entre los enteros del sistema de los números enteros constituía un molesto problema. Pero una

vez más el sistema numérico demostró su extraordinaria versatilidad. Se podía crear un sistema de

números diminutos que rellenaran los huecos que quedaban entre los números enteros, un mundo den-

tro de otro mundo, que se integrase sin fisuras en un sistema mayor. Un modo familiar de construu-

estos subsistemas era a través de las fracciones.

FRACCIONES

A la raza humana le llevó cientos de anos averiguar que las fracciones podían rellenar los espa-

cios que quedaban entre los números enteros, y todavía son muchas las personas que no logran enten-
derlás ni usarlas. También los niños encuentran dificultad en comprender que las fracciones son núme-
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ros que se pueden tratar exactamente igual que los números enteros. Las fracciones no son intuitiva-
mente obvias.

Preguntemos a las personas si entienden las fracciones y nos dirán que por supuesto que sf
y nos hablarán de dividir tartas y pizzas en porciones pequeñas. Pero eso no significa que comprendan

las matemáticas de las fracciones, sino que saben dividir una tarta. Apenas se han aventurado más allá

de la experiencia y del lenguaje cotidianos. Algunas personas incluso dicen comprender las fracciones

porque pueden recordar un par de reglas, por ejemplo, que para dividir una fracción entre otra se puede
invertir la segunda fracción y multiplicar (_ - 1/3 =_ x 3/1 = I _). Pero no pueden decir por qué es

así, ni siquiera ofrecer una estimación de cuál podría ser el resultado.
No estoy diciendo que eso se deba a la ignorancia o a la falta de aplicación de la teoría ense-

nada. Es debido a que la persona no ha entrado en el mundo de las matemáticas. Una mayor práctica

mejorará la "destreza" para realizar ruünarios problemas matemáticos con fracciones, pero no mejo-

rara la comprensión. Se debe a que la mayor parte del pensamiento que las fracciones demandan es

contrario al razonamiento cotidiano. Las fracciones son imposibles de comprender desde la parte del

mundo real" del muro de cristal. Una cosa es visualizar las relaciones entre unas porciones de tarta y

otra muy distinta es contemplar las relaciones de las fracciones entre sí y con los números enteros den-
tro del mundo de las matemáticas.

La naturaleza de las fracciones

La idea de que algo pueda ser completo en sí mismo aunque funcione como parte de algo más

grande no es un concepto extraño fuera de las matemáticas. La distinción entre una parte y un todo es

fundamental para la forma en que los niños instintivamente organizan su experiencia, y ello se refleja
en el lenguaje de cada día.

Expresiones como "paríe de", "trozo de" "un poco de" las usan con frecuencia y las com-

prenden las personas que no tienen conocimiento matemático alguno. Lo mismo se puede decir de un
término más específico: "mitad", y posiblemente de "cuarto". Pero las demás palabras relaüvas a las

fracciones se toman directamente del mundo de las matemáticas, como "quinto", "sexto", "séptimo" y

solamente se pueden entender desde el punto de vista matemático. Es difícil imaginar una quinta parte

o una séptima parte de una pizza, e imposible de imaginar una décimo quinta o décimo séptima parte,
o la diferencia entre ambas.

Ya en la antigüedad probablemente se hablaba de "mitades" mucho antes de saber nada de las

matemáücas y lo mismo ocurre en la actualidad con los niños y con las personas que no saben de

matemáticas. Pero el lenguaje y la experiencia diarios hacen poco por ayudar a comprender las com-

plejidades de las fracciones en los contextos matemáticos, El estatus y las funciones de las fracciones

constituyeron un enigma para los matemáücos expertos durante cientos de anos. Se supone que los

estudiantes deben aprenderlas pero no se les dice por qué o qué problemas matemáticos se supone que
deben resolver las fracciones. Dos problemas distintos fueron los que encontraron las personas en el
pasado cuando trataron de hallar las formas de dar sentido a las piezas que sobraban después de que

un número fuera dividido por otro, piezas que nunca aparecían ni se necesitaban cuando se trataba de

la suma, la resta o la multiplicación de los enteros. Un problema especíñco era hallar un modo de pen-

sar en las partes de los números enteros - tener el concepto de lo que podía sigmñcar 1/3 o 5/7, ade-

más de algo menos que un número entero. El segundo problema, más general, era una forma sistemá-

tica de completar los espacios entre los enteros con partes que tuvieran las propiedades de los núme-

ros.
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Darle sentido a las fracciones

¿Qué significa el tercio o los dos tercios (1/2 o 2/3) que sobran (el resto ) en las divisiones

de 7 - 3 o 8 - 3? La clarificadora comprensión que surgió gradualmente era que el problema era su

propia respuesta. No había nada que hacer con 1/3 o con 2/3; simplemente había que considerarlas de
forma distinta. La solución es un juego de manos matemático.

¿Qué es uno dividido entre tres? Un tercio. Uno dividido entre tres es el equivalente de una ter-

cera parte, o 1/3. ¿Qué son dos dividido entre tres? Dos tercios - dos dividido entre tres es el equiva-

lente de dos torceras partes, o 2/3.

La pregunta y la respuesta parecen sonar y resultar lo mismo, pero significan diferentes cosas

porque se producen desde un punto de vista diferente para un fin diferente. Es como cuando alguien
pregunta "¿buenas vacaciones?" esperando recibir alguna información y el otro responde, ¡Buenas

vacaciones! para proporcionar información.
Incluso la notación matemática apareció para reflejar la similitud que tiende un puente a la

diferencia. A efectos de claridad en los libros, y para trabajar con aprendices de las matemáticas, la

división normalmente se indica con el signo -, como en 3 - 4. El mismo problema puede describirse

con un número colocado encima del otro, como en _. Pero la alternativa generalmente empleada por

los usuarios experimentados de las matemáticas es mantener todo en una línea, indicando la división

con una barra. Así, 2-3 también se puede escribir 3/4.

Por lo general, las fracciones se escriben una encima de la otra, como en _, especialmente en

el caso de los estudiantes. Pero una vez más se pueden escribir en una sola línea con la barra, como

en 3/4 para tres cuartos.
Así pues, nos encontramos con la curiosa situación de que una división y su resultado se pue-

den escribü- de la siguiente forma:
2/3 = 2/3
Esto no es tan redundante ni tan falto de sentido como pueda parecer. Para leer "2/3 = 2/3"

correctamente hay que decir "dos dividido entre tres es igual a dos tercios". Los mismos dígitos tie-
nen nombre diferente según en la parte en que estén. El 2 de la izquierda (en la división el proble-

ma") se llama el dividendo (el número que se tiene que dividir) y el 3 junto a él es el divisor (el núme-

ro por el que se debe dividir el dividendo). El 2 de la derecha (en la solución fraccional) se llama nume-

radar (enumera el número de partes que tenemos) y el 3 junto a él se llama denominador (denomina

la magnitud de esas partes).
Existe otra diferencia matemática importante. La "división" de la izquierda expresa una rela-

ción particular entre dos números independientes, el 2 y el 3. La fracción de la derecha es un número

con todo su derecho. Cada fracción (como _ _ _) puede parecer una combinación de números, pero
en realidad se puede - y se debe - tratar como una cantidad única. Cuando las fracciones se aíiaden al

grupo de los números naturales (1, 2, 3...), formando con el cero y los negativos los enteros (...-3, -

2, -1, 0, 1, 2, 3...), a toda la colección se le conoce matemáticamente como los números racionales,

donde la palabra racional indica que todos se consideran en vista de la razón.
Por lo tanto, ¿qué tienen en común las dos partes de la ecuación, el problema y la solución?

¿Por qué parecen iguales aunque desempeñan diferentes papeles?
La respuesta es que ambos expresan una ratio - la misma ratio - desde diferentes puntos de

vista. El "problema" de 1 R3 (dividir uno entre tres) puede decirse que significa "enconímr un nüme-
ro" que tenga la misma proporción con uno como uno lo tiene con tres. La "solución" fraccional 1/3

es un número que tiene la misma proporción con respecto a uno que uno tiene con tres.
El problema 2 H 3 exige encontrar un número que tenga la misma proporción con 2 como 2

los tiene con 3. La fracción 2/3 es un número que tiene la misma proporción con 2 que 2 tiene con 3.
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ros que se pueden tratar exactamente igual que los números enteros. Las fracciones no son intuitiva-
mente obvias.

Preguntemos a las personas si entienden las fracciones y nos dirán que por supuesto que sf
y nos hablarán de dividir tartas y pizzas en porciones pequeñas. Pero eso no significa que comprendan

las matemáticas de las fracciones, sino que saben dividir una tarta. Apenas se han aventurado más allá

de la experiencia y del lenguaje cotidianos. Algunas personas incluso dicen comprender las fracciones

porque pueden recordar un par de reglas, por ejemplo, que para dividir una fracción entre otra se puede
invertir la segunda fracción y multiplicar (_ - 1/3 =_ x 3/1 = I _). Pero no pueden decir por qué es

así, ni siquiera ofrecer una estimación de cuál podría ser el resultado.
No estoy diciendo que eso se deba a la ignorancia o a la falta de aplicación de la teoría ense-

nada. Es debido a que la persona no ha entrado en el mundo de las matemáticas. Una mayor práctica

mejorará la "destreza" para realizar ruünarios problemas matemáticos con fracciones, pero no mejo-

rara la comprensión. Se debe a que la mayor parte del pensamiento que las fracciones demandan es

contrario al razonamiento cotidiano. Las fracciones son imposibles de comprender desde la parte del

mundo real" del muro de cristal. Una cosa es visualizar las relaciones entre unas porciones de tarta y

otra muy distinta es contemplar las relaciones de las fracciones entre sí y con los números enteros den-
tro del mundo de las matemáticas.

La naturaleza de las fracciones

La idea de que algo pueda ser completo en sí mismo aunque funcione como parte de algo más

grande no es un concepto extraño fuera de las matemáticas. La distinción entre una parte y un todo es

fundamental para la forma en que los niños instintivamente organizan su experiencia, y ello se refleja
en el lenguaje de cada día.

Expresiones como "paríe de", "trozo de" "un poco de" las usan con frecuencia y las com-

prenden las personas que no tienen conocimiento matemático alguno. Lo mismo se puede decir de un
término más específico: "mitad", y posiblemente de "cuarto". Pero las demás palabras relaüvas a las

fracciones se toman directamente del mundo de las matemáticas, como "quinto", "sexto", "séptimo" y

solamente se pueden entender desde el punto de vista matemático. Es difícil imaginar una quinta parte

o una séptima parte de una pizza, e imposible de imaginar una décimo quinta o décimo séptima parte,
o la diferencia entre ambas.

Ya en la antigüedad probablemente se hablaba de "mitades" mucho antes de saber nada de las

matemáücas y lo mismo ocurre en la actualidad con los niños y con las personas que no saben de

matemáticas. Pero el lenguaje y la experiencia diarios hacen poco por ayudar a comprender las com-

plejidades de las fracciones en los contextos matemáticos, El estatus y las funciones de las fracciones

constituyeron un enigma para los matemáücos expertos durante cientos de anos. Se supone que los

estudiantes deben aprenderlas pero no se les dice por qué o qué problemas matemáticos se supone que
deben resolver las fracciones. Dos problemas distintos fueron los que encontraron las personas en el
pasado cuando trataron de hallar las formas de dar sentido a las piezas que sobraban después de que

un número fuera dividido por otro, piezas que nunca aparecían ni se necesitaban cuando se trataba de

la suma, la resta o la multiplicación de los enteros. Un problema especíñco era hallar un modo de pen-

sar en las partes de los números enteros - tener el concepto de lo que podía sigmñcar 1/3 o 5/7, ade-

más de algo menos que un número entero. El segundo problema, más general, era una forma sistemá-

tica de completar los espacios entre los enteros con partes que tuvieran las propiedades de los núme-
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Darle sentido a las fracciones

¿Qué significa el tercio o los dos tercios (1/2 o 2/3) que sobran (el resto ) en las divisiones

de 7 - 3 o 8 - 3? La clarificadora comprensión que surgió gradualmente era que el problema era su

propia respuesta. No había nada que hacer con 1/3 o con 2/3; simplemente había que considerarlas de
forma distinta. La solución es un juego de manos matemático.

¿Qué es uno dividido entre tres? Un tercio. Uno dividido entre tres es el equivalente de una ter-

cera parte, o 1/3. ¿Qué son dos dividido entre tres? Dos tercios - dos dividido entre tres es el equiva-

lente de dos torceras partes, o 2/3.

La pregunta y la respuesta parecen sonar y resultar lo mismo, pero significan diferentes cosas

porque se producen desde un punto de vista diferente para un fin diferente. Es como cuando alguien
pregunta "¿buenas vacaciones?" esperando recibir alguna información y el otro responde, ¡Buenas

vacaciones! para proporcionar información.
Incluso la notación matemática apareció para reflejar la similitud que tiende un puente a la

diferencia. A efectos de claridad en los libros, y para trabajar con aprendices de las matemáticas, la

división normalmente se indica con el signo -, como en 3 - 4. El mismo problema puede describirse
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con una barra. Así, 2-3 también se puede escribir 3/4.

Por lo general, las fracciones se escriben una encima de la otra, como en _, especialmente en

el caso de los estudiantes. Pero una vez más se pueden escribir en una sola línea con la barra, como

en 3/4 para tres cuartos.
Así pues, nos encontramos con la curiosa situación de que una división y su resultado se pue-

den escribü- de la siguiente forma:
2/3 = 2/3
Esto no es tan redundante ni tan falto de sentido como pueda parecer. Para leer "2/3 = 2/3"

correctamente hay que decir "dos dividido entre tres es igual a dos tercios". Los mismos dígitos tie-
nen nombre diferente según en la parte en que estén. El 2 de la izquierda (en la división el proble-

ma") se llama el dividendo (el número que se tiene que dividir) y el 3 junto a él es el divisor (el núme-

ro por el que se debe dividir el dividendo). El 2 de la derecha (en la solución fraccional) se llama nume-

radar (enumera el número de partes que tenemos) y el 3 junto a él se llama denominador (denomina

la magnitud de esas partes).
Existe otra diferencia matemática importante. La "división" de la izquierda expresa una rela-

ción particular entre dos números independientes, el 2 y el 3. La fracción de la derecha es un número

con todo su derecho. Cada fracción (como _ _ _) puede parecer una combinación de números, pero
en realidad se puede - y se debe - tratar como una cantidad única. Cuando las fracciones se aíiaden al

grupo de los números naturales (1, 2, 3...), formando con el cero y los negativos los enteros (...-3, -

2, -1, 0, 1, 2, 3...), a toda la colección se le conoce matemáticamente como los números racionales,

donde la palabra racional indica que todos se consideran en vista de la razón.
Por lo tanto, ¿qué tienen en común las dos partes de la ecuación, el problema y la solución?

¿Por qué parecen iguales aunque desempeñan diferentes papeles?
La respuesta es que ambos expresan una ratio - la misma ratio - desde diferentes puntos de

vista. El "problema" de 1 R3 (dividir uno entre tres) puede decirse que significa "enconímr un nüme-
ro" que tenga la misma proporción con uno como uno lo tiene con tres. La "solución" fraccional 1/3

es un número que tiene la misma proporción con respecto a uno que uno tiene con tres.
El problema 2 H 3 exige encontrar un número que tenga la misma proporción con 2 como 2

los tiene con 3. La fracción 2/3 es un número que tiene la misma proporción con 2 que 2 tiene con 3.
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Ra tíos

Un número es completo en sí mismo. Es un 3 o un 5 o un 8, al igual que un animal es un caba-

lio, una vaca, un tigre (u otro). No es necesario decir, ni para un número ni para un animal, que los son
dependiendo de con qué comparezcan. Los números son magnitudes puras. Incluso las fracciones lo

son.

Por otro lado, una raüo es una magnitud relativa; es una proporción que implica a dos núme-

ros. Al igual que un caballo no puede considerarse grande o pequeño a menos que se le compare con

otro caballo, una ratio solamente puede existir cuando un número es comparado con otro. La ratio de
2 con respecto a 3 (escrito 2:3) es la proporción del número 2 comparado con el número 3, o de 2 de

algo con 3 de otro algo. Tal vez suena redundante decir que los números 2 y 3 permanecen en la ratio
de 2 con respecto a 3, pero lo mismo les ocurre a 4 y a 6, 20 y 30, 40 y 60; y a innumerables parejas

de números que pueden reducirse a la relación proporcional de 2:3.
Dos tazas de harina con respecto a tres tazas de azúcar son una ratio de 2:3. Por lo tanto, 20

tazas de harina con respecto a 30 tazas de azúcar. O 6 bolsas de arena con respecto a 9 de cemento.

En otras palabras, una raüo es una relación fija enbre dos números. Se puede aplicar a cual-

quier número y a cualquier cosa a la que se puedan aplicar los números. Dada la ratio y un número,

podemos determinar el otro número. Si la ratio es 5:4 y el número de la izquierda es 15, el otro núme-
ro debe ser 12. Si la ratio es 5:4 y el número de la derecha es 16, entonces el número de la izquierda

debe ser 20.
Las ratios normalmente no son números - son las relaciones entre dos números. Si se nos dice

que tenemos que mezclar harina y azúcar en una ratio de 2:3, no se nos ha dicho cuánta azúcar y hari-

na necesitamos. Pero cuando las ratios se usan como fracciones - cuando se quiere especiñcar un

punto en la secuencia numérica que existe dos tercios de camino entre 7 y 8, o entre 53 y 54, enton-

ees 2/3 es un número. En otras palabras, una fracción es una ratio considerada como número.

Las fracciones deben tratarse como los demás números. Se pueden ordenar (como en _, 1/3,

., o la secuencia más complicada _, 3/11, 1/3, 5/12, _). Al igual que los demás números, las fraccio-

nes pueden sumarse, restarse, multipücarse y dividirse entre ellas o con los números enteros (con unas
pocas excepciones que tíenen que ver con el 0).w La flexibilidad metódica de las fracciones dentro del

sistema numérico es otro aspecto importante de la simple y básica tecnología del recuento, donde se

pone sistemáticamente una cosa detrás de otra.
Hasta ahora he estado hablando de lo que se llaman "fracciones verdaderas , o fracciones que

son menores que uno (la distancia entre un número entero y el siguiente). Los números mayores que
uno también se pueden escribü: de forma fraccional (o ratio), por ejemplo 4/3 o 231/16. Las fraccio-

nes que son mayores (o iguales) que uno se les llaman fracciones "mixtas". Se pueden reducir a.
números enteros y a sus partes fracciónales, convirtiéndose 4/3 en 1 1/3, y 231/16 en 14 7/16, que a

su vez es 64/16, 4/1 o lo que es lo mismo, 4.
En resumen, una fracción es una ratio o proporción de la distancia numérica entre un número

y el siguiente. Por sí misma, 1/7 es una séptima parte de la distancia numérica entre O y 1. El número

4 1/7 es cuatro más una séptima parte de la distancia numérica entre 4 y 5.

El lenguaje y otros problemas conceptuales

No siempre es fácil considerar las fracciones como números individuales. Esto se debe en parte

66.- Existe una resbnccióll inexorableen las fraccioues. Se les puede considerm-radas o pioporoiones entre dos números enteros, sin importar si son posi-

üvos o negativos - siempre que ninguno sea cero. Es una operación ilícita en matemnticas dividir cualquier número por cero porque no existe modo de

compulur el resultado, Por lo canto no se puede leuenmu fracción como 1/0 o 5/0. No denesenUdo dividir entrccero, por lo que matemáücamentehablan-
do no está siquiera penniddo considerar esa posibilidad, Tampoco se pueden leuer fracciones como 0/1 o 0/5, porque nada diTÍdído por algo es igual-
mente impensable. Por supuesto, la misma restricción se aplica a las ratios; nada puede ser proporcional a 0.
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a los problemas con el lenguaje, debido a las complejidades conceptuales a la hora de tratar las canti-
dades fracciónales. En los siguientes ejemplos consideraremos solamente las fracciones positivas, que

ya son lo suficientemente complejas. Pero cualquier cosa que se pueda hacer con los números enteros

negativos se puede igualmente hacer con las fracciones negativas, en ocasiones con consecuencias tan
bizantinas (excepto desde el punto de vista matemático) que evitaré cualquier referencia a ellas.

La suma de las fracciones no es difícil de comprender, aunque sea complicada de realizar.
Sumemos dos o más fracciones y obtendremos una fracción mayor, como se puede demostrar con las

porciones de un pastel. Y la fracción se reduce si le restamos una fracción, como sucede en la expe-
rienda cotidiana.

Pero la multiplicación es un problema. Normalmente esperamos que las cosas se hagan más

grandes cuando se multiplican. Dos multiplicado por dos es cuatro, un número mayor. Pero un medio

de un cuarto (_ x _ = _), una cantidad menor.

La división por fracciones quizás sea todavía peor. Una fracción dividida por otra fracción da

como resultado un número mayor. Normalmente no esperamos que las cosas que dividimos sean

mayores. Por lógica puede parecer razonable que haya dos cuartos en un medio - pero la división de

un medio por un cuarto (_ -_ = 2) desafía cualquier cosa salvo la imaginación matemáüca.
Una simple división con números enteros, como 4 - 2 =2 se expresa más o menos así: "divi-

dimos cuatro caramelos entre dos niños y cada uno toca a dos caramelos". Pero si dividimos medio

caramelo por medio - si es que es posible - el resultado sería un caramelo completo.

La mayoría de las personas son capaces de comprender que los números enteros divididos por
sí mismos siempre tienen como resultado el valor de 1: 2 -2 =1; 14 -14 = 1; 82 - 82 = 1. Pero esta

comprensión no es fácil de trasladar a los números que son menores de 1. No resulta tan obvio que

.-_= 1, que _-_= 1, o que 1/82 - 1/82: 1. Esto tiene sentido solamente en la parte matemática del

muro de cristal, en ninguno otro sitio más.

No es de extrañar que muchas personas nunca comprendan del todo las operaciones rela-
clonadas con la multiplicación y la división de fracciones. Pueden aprender los rituales necesarios para

lograr hacer un examen, pero lo que no tiene sentido raras veces se retiene por mucho tiempo. ¿De qué
sirve recordar algo que no tiene sentido alguno?

No es que esas personas no hayan aprendido nada en la escuela, sino que han aprendido lo

incorrecto. Han aprendido a esperar que el resultado de una multiplicación es siempre algo mayor y
que el de la división siempre resulta algo menor. Lo han aprendido de innumerables lecciones y

demostraciones en el aula. Y todo parece intuitivamente obvio - hasta que tienen la necesidad o el

deseo de pensar matemáticamente.

Aunque las fracciones son números, existen dos diferencias principales entre el sistema de los
números enteros y el de los secundarios que se dedican a cubrir los huecos. La primera diferencia es

que la distancia entre un número entero y el siguiente es fija: es "uno". La distancia entre dos núme-

TOS adyacentes cualesquiera, como el 5 y el 6, o el 595 y el 596, es siempre uno, y siempre es obvio

cuál de los dos números, adyacentes o no, es el mayor. Sin embargo, la distancia entre dos fracciones
adyacentes es variable. Es necesario calcularla. La distancia entre 2/3 y 3/5 es 1/5. La distancia entre

2/23 y 3/23 es 1/23, que es mucha menos distancia que la que existe entre 2/5 y 3/5.
La segunda gran diferencia entre los sistemas de números enteros y las fracciones es que mien-

tras que el conjunto de números enteros no tiene fin, las fracciones no son tan homogéneas como lo
son los números enteros. Si estamos tratando con tercios, existen tres entre dos números enteros adya-

centes, ni más ni menos. Si se trata de séptimos, entonces siete es el límite. En efecto tomamos una
decisión arbitraria al dividir el espacio entre números enteros adyacentes en un número fijo de partes,

y ese es el total con el que tenemos que trabajar. Las fracciones tienen una existencia limitada.
Es imposible hablar de la mayoría de fracciones, ni siquiera pensar en ellas, con la facilidad

que lo hacemos con respecto a los números enteros. Normalmente no es difícil comprender que _ es

mayor que 1/3, a pesar de que 2 no es mayor que 3. Esto se puede hacer con tartas. Pero es mucho más
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Ra tíos

Un número es completo en sí mismo. Es un 3 o un 5 o un 8, al igual que un animal es un caba-

lio, una vaca, un tigre (u otro). No es necesario decir, ni para un número ni para un animal, que los son
dependiendo de con qué comparezcan. Los números son magnitudes puras. Incluso las fracciones lo

son.

Por otro lado, una raüo es una magnitud relativa; es una proporción que implica a dos núme-

ros. Al igual que un caballo no puede considerarse grande o pequeño a menos que se le compare con

otro caballo, una ratio solamente puede existir cuando un número es comparado con otro. La ratio de
2 con respecto a 3 (escrito 2:3) es la proporción del número 2 comparado con el número 3, o de 2 de

algo con 3 de otro algo. Tal vez suena redundante decir que los números 2 y 3 permanecen en la ratio
de 2 con respecto a 3, pero lo mismo les ocurre a 4 y a 6, 20 y 30, 40 y 60; y a innumerables parejas

de números que pueden reducirse a la relación proporcional de 2:3.
Dos tazas de harina con respecto a tres tazas de azúcar son una ratio de 2:3. Por lo tanto, 20

tazas de harina con respecto a 30 tazas de azúcar. O 6 bolsas de arena con respecto a 9 de cemento.

En otras palabras, una raüo es una relación fija enbre dos números. Se puede aplicar a cual-

quier número y a cualquier cosa a la que se puedan aplicar los números. Dada la ratio y un número,

podemos determinar el otro número. Si la ratio es 5:4 y el número de la izquierda es 15, el otro núme-
ro debe ser 12. Si la ratio es 5:4 y el número de la derecha es 16, entonces el número de la izquierda

debe ser 20.
Las ratios normalmente no son números - son las relaciones entre dos números. Si se nos dice

que tenemos que mezclar harina y azúcar en una ratio de 2:3, no se nos ha dicho cuánta azúcar y hari-

na necesitamos. Pero cuando las ratios se usan como fracciones - cuando se quiere especiñcar un

punto en la secuencia numérica que existe dos tercios de camino entre 7 y 8, o entre 53 y 54, enton-

ees 2/3 es un número. En otras palabras, una fracción es una ratio considerada como número.

Las fracciones deben tratarse como los demás números. Se pueden ordenar (como en _, 1/3,

., o la secuencia más complicada _, 3/11, 1/3, 5/12, _). Al igual que los demás números, las fraccio-

nes pueden sumarse, restarse, multipücarse y dividirse entre ellas o con los números enteros (con unas
pocas excepciones que tíenen que ver con el 0).w La flexibilidad metódica de las fracciones dentro del

sistema numérico es otro aspecto importante de la simple y básica tecnología del recuento, donde se

pone sistemáticamente una cosa detrás de otra.
Hasta ahora he estado hablando de lo que se llaman "fracciones verdaderas , o fracciones que

son menores que uno (la distancia entre un número entero y el siguiente). Los números mayores que
uno también se pueden escribü: de forma fraccional (o ratio), por ejemplo 4/3 o 231/16. Las fraccio-

nes que son mayores (o iguales) que uno se les llaman fracciones "mixtas". Se pueden reducir a.
números enteros y a sus partes fracciónales, convirtiéndose 4/3 en 1 1/3, y 231/16 en 14 7/16, que a

su vez es 64/16, 4/1 o lo que es lo mismo, 4.
En resumen, una fracción es una ratio o proporción de la distancia numérica entre un número

y el siguiente. Por sí misma, 1/7 es una séptima parte de la distancia numérica entre O y 1. El número

4 1/7 es cuatro más una séptima parte de la distancia numérica entre 4 y 5.

El lenguaje y otros problemas conceptuales

No siempre es fácil considerar las fracciones como números individuales. Esto se debe en parte

66.- Existe una resbnccióll inexorableen las fraccioues. Se les puede considerm-radas o pioporoiones entre dos números enteros, sin importar si son posi-

üvos o negativos - siempre que ninguno sea cero. Es una operación ilícita en matemnticas dividir cualquier número por cero porque no existe modo de

compulur el resultado, Por lo canto no se puede leuenmu fracción como 1/0 o 5/0. No denesenUdo dividir entrccero, por lo que matemáücamentehablan-
do no está siquiera penniddo considerar esa posibilidad, Tampoco se pueden leuer fracciones como 0/1 o 0/5, porque nada diTÍdído por algo es igual-
mente impensable. Por supuesto, la misma restricción se aplica a las ratios; nada puede ser proporcional a 0.
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a los problemas con el lenguaje, debido a las complejidades conceptuales a la hora de tratar las canti-
dades fracciónales. En los siguientes ejemplos consideraremos solamente las fracciones positivas, que

ya son lo suficientemente complejas. Pero cualquier cosa que se pueda hacer con los números enteros

negativos se puede igualmente hacer con las fracciones negativas, en ocasiones con consecuencias tan
bizantinas (excepto desde el punto de vista matemático) que evitaré cualquier referencia a ellas.

La suma de las fracciones no es difícil de comprender, aunque sea complicada de realizar.
Sumemos dos o más fracciones y obtendremos una fracción mayor, como se puede demostrar con las

porciones de un pastel. Y la fracción se reduce si le restamos una fracción, como sucede en la expe-
rienda cotidiana.

Pero la multiplicación es un problema. Normalmente esperamos que las cosas se hagan más

grandes cuando se multiplican. Dos multiplicado por dos es cuatro, un número mayor. Pero un medio

de un cuarto (_ x _ = _), una cantidad menor.

La división por fracciones quizás sea todavía peor. Una fracción dividida por otra fracción da

como resultado un número mayor. Normalmente no esperamos que las cosas que dividimos sean

mayores. Por lógica puede parecer razonable que haya dos cuartos en un medio - pero la división de

un medio por un cuarto (_ -_ = 2) desafía cualquier cosa salvo la imaginación matemáüca.
Una simple división con números enteros, como 4 - 2 =2 se expresa más o menos así: "divi-

dimos cuatro caramelos entre dos niños y cada uno toca a dos caramelos". Pero si dividimos medio

caramelo por medio - si es que es posible - el resultado sería un caramelo completo.

La mayoría de las personas son capaces de comprender que los números enteros divididos por
sí mismos siempre tienen como resultado el valor de 1: 2 -2 =1; 14 -14 = 1; 82 - 82 = 1. Pero esta

comprensión no es fácil de trasladar a los números que son menores de 1. No resulta tan obvio que

.-_= 1, que _-_= 1, o que 1/82 - 1/82: 1. Esto tiene sentido solamente en la parte matemática del

muro de cristal, en ninguno otro sitio más.

No es de extrañar que muchas personas nunca comprendan del todo las operaciones rela-
clonadas con la multiplicación y la división de fracciones. Pueden aprender los rituales necesarios para

lograr hacer un examen, pero lo que no tiene sentido raras veces se retiene por mucho tiempo. ¿De qué
sirve recordar algo que no tiene sentido alguno?

No es que esas personas no hayan aprendido nada en la escuela, sino que han aprendido lo

incorrecto. Han aprendido a esperar que el resultado de una multiplicación es siempre algo mayor y
que el de la división siempre resulta algo menor. Lo han aprendido de innumerables lecciones y

demostraciones en el aula. Y todo parece intuitivamente obvio - hasta que tienen la necesidad o el

deseo de pensar matemáticamente.

Aunque las fracciones son números, existen dos diferencias principales entre el sistema de los
números enteros y el de los secundarios que se dedican a cubrir los huecos. La primera diferencia es

que la distancia entre un número entero y el siguiente es fija: es "uno". La distancia entre dos núme-

TOS adyacentes cualesquiera, como el 5 y el 6, o el 595 y el 596, es siempre uno, y siempre es obvio

cuál de los dos números, adyacentes o no, es el mayor. Sin embargo, la distancia entre dos fracciones
adyacentes es variable. Es necesario calcularla. La distancia entre 2/3 y 3/5 es 1/5. La distancia entre

2/23 y 3/23 es 1/23, que es mucha menos distancia que la que existe entre 2/5 y 3/5.
La segunda gran diferencia entre los sistemas de números enteros y las fracciones es que mien-

tras que el conjunto de números enteros no tiene fin, las fracciones no son tan homogéneas como lo
son los números enteros. Si estamos tratando con tercios, existen tres entre dos números enteros adya-

centes, ni más ni menos. Si se trata de séptimos, entonces siete es el límite. En efecto tomamos una
decisión arbitraria al dividir el espacio entre números enteros adyacentes en un número fijo de partes,

y ese es el total con el que tenemos que trabajar. Las fracciones tienen una existencia limitada.
Es imposible hablar de la mayoría de fracciones, ni siquiera pensar en ellas, con la facilidad

que lo hacemos con respecto a los números enteros. Normalmente no es difícil comprender que _ es

mayor que 1/3, a pesar de que 2 no es mayor que 3. Esto se puede hacer con tartas. Pero es mucho más
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difícil pensar en fracciones como 4/5 y 7/9. Al momento no se puede saber cuál de las dos es mayor,

con la misma rapidez que se sabe que 9 es mayor que 7.
Finalmente, existe un abismo entre el lenguaje natural y el matemático. La palabra "fracción"

raras veces se usa en el lenguaje coüdiano, y con ningún sentido matemático. Podemos referimos a
una "fracción" de una tarta en vez de decir lo usual, un "trozo", una "porción", pero solamente cuan-

do el trozo ~es relativamente pequeño. En matemáticas una fracción puede ser casi tan grande como un

entero, como 9/10 o 99/100. Cualquiera que tome tres cuartas partes de un pastel y diga que ha toma-
do "solamente''1 una fracción, puede enfrentarse a una discusión.

FRACCIONES DECIMALES

Todavía no hemos terminado con las fracciones. Existe un Upo particular de fracción que des-

taca por el tratamiento especial que se le da en las matemáticas, y a todos nos resulta familiar en su
forma camuflada. Es la fracción cuyo denominador es 10 o potencia de 10.

Las fracciones como 1/10 y 1/100 no solamente se usan con fines especiales, sino que su apa-

rienda cambia radicalmente. La fracción 1/10 se rescribe como 0,1; y 1/100, como 0, 01. Las formas
alternativas son familiarmente conocidas como decimales. Formalmente se conocen como "fracciones

decimales", un término que revela su procedencia.
El cambio de 1/10 a] formato de 0,1 permite que se introduzca una nueva dimensión en el

mundo de los números. De cualquier modo, todo se adecúa al modelo general de matemáticas frac-

clónales, las que completan los huecos entre los números enteros.

Segmentar los números enteros en décimas partes

Las fracciones decimales son fracciones que no lo parecen porque parte de ellas se ha supri-

mido. Es necesario saber que existe un denominador, eliminado pero sobreentendido.

Las fracciones decimales se representan con números como 0,5; 0,25 y 0,05 en vez de con sus

equivalentes 5/10, 25/100, 5/100.
Las fracciones decimales siempre consisten en dos partes, separadas (en algunas partes del

mundo) por un punto, llamado punto decimal. (En otras partes del mundo, el punto decimal es una

coma). El número a la izquierda del punto decimal es un entero, como en 4,567 o 0,123. El cero no

representa nada, salvo a sí mismo, pero realiza la ñinción del punto decimal y sirve para alinear los

números para la computación.
El número a la derecha del punto decimal es la parte fraccional. Paradójicamente, el valor de

los dígitos de la derecha del punto decimal varía según los que haya. En la fracción decimal 0,5, el

cinco significa 5 décimas. En la fracción decimal 0,05, el cinco significa cinco centésimas, y en 0,005,

la fracción significa cinco milésimas. La fracción decimal 0,555 significa quinientas cincuenta y cinco

milésimas 555/1000.
La línea inferior de las fracciones decimales, el denominador, siempre se da por hecho. Y a

diferencia de otras fracciones, que pueden tener cualquier número excepto cero como denominador, el

denominador de un decimal tiene que ser siempre una potencia de 10. (Por eso es por lo que son frac-
dones decimales). La línea inferior ausente de la fracción decimal siempre se entiende que es 10, en

una potencia más que el número de dígitos que hay en la parte de la derecha del punto decimal. Es

decir, se enüende que 0,5 es el equivalente a 5/10, 0,25 es el equivalente de 25/100, y 0,005 el equi-

valente de 5/1000.
Al igual que otras fracciones, las fracciones decimales son ratios - con la parte derecha ausen-

te pero sobreentendida. En cualquier momento el denominador ausente se puede volver a colocar si
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fuera necesario simplificado para mostrar que las fracciones decimales, al igual que las demás fi-ac-
dones, pueden mostrar la misma ratio.

Las frd

hracción
decimal

0,5

0,25

0,005

Fracción
sobreentendida

5/10
25/100
5/1000

Ratio

-5TTO-

25:100
5:1000

RAÜO
simplificada

1:2
~L4~

1:200

Fracción

1/200 Intre los núme-
ros enteros, como nidos incrustados en cada décima se encuentran diez partes o cien partes o mil par-
tes, etc., sin fin.

Esta es una tercera dimensión en el recuento. Los números naturales saltan hacia arriba sin fm,

uno sobre otro, y sobre otro. Los números negativos giran sobre el cero para extender los números
naturales - llamados todos ahora enteros - en la dirección opuesta. Y ahora los decimales expanden el

mismo sistema numérico en partículas más y más minúsculas.

Las fracciones decimales pueden sumarse, restarse, multiplicarse y dividirse con otras frac-
ciones decimales y con los números enteros. Se pueden colocar en orden ascendente y descendente

con mucha más facilidad que las demás firacciones. No existe en el lenguaje nada remotamente sinú-
lar a esta versatilidad

Las fracciones decimales ausentes

Pero siempre hay una pega. Existen muchas fracciones que no se pueden convertir en fraccio-
nes decimales (porque no se encuentra el denominador común). El decimal 0,5 es idéntico a 1/2; el

decimal 0,25 es idéntico a 1/4. Pero no existe decimal equivalente para 1/3.

Desde la perspectiva decimal un tercio es 0,333.... (3/10 más 3/100, más 3/1000.. .), con el 3
repetido infinitamente. No nos debe sorprender que a esta fracción se le llame fracción decimal perió-

dica.

El problema ocurre con todas las fracciones verdaderas que no tienen denominador que se

pueda dividir entre 10 o una potencia de 10 y no quede resto, es decir 3, 7 y 9 y todos los números que
terminen en 1, 3, 7, 9. No existen fracciones decimales no repetidas para estos números. Algunas frac-

ciones decimales entran en una espiral y repiten bloques de dígitos, por ejemplo 1/7 =
0,142857142857...

En otras ocasiones no se puede encontrar fracción alguna, ni decimal ni de las otras. Dos anti-
guos problemas matemáticos han quedado sin resolver con absoluta exactitud porque ningún número

entero ni ninguna fracción exacta pueden expresar la respuesta. Me refiero a la imposibilidad de hallar

un valor numérico exacto para la ratio del diámetro de un círculo con su circunferencia, o para la raüo
67.- La rauo de la cireunfeteiicin de un círculo con su diímetro es el celebrado nfltnero pi (representado por la leca griega ir). Pi existe en dgún lugar
enuc 22/7 y 22/B, Si se sabe que el diámetro de una rueda es exactamente un metió, enionces se sabe que la circunfefencia es - aproximadamente - 22/7

(o 3,142 metns). Se puede calüular la cireuuferenda roí] el grado de precisión que se quiera, basca 10 o 100o un número infinilo de lugares tlecimales,
pero nunca se puede conseguir con absoluta precisión (del modo en que podemos afirmar que 21/7 es exaccamente 3) porque el cálculo de pi en sf es infi-
iiico. No se puede escapar del apuro dando arbin'ariamen[e un valor exacto a la circunferencia de una rueda, diciendo - por ejemplo - que mide 3 metros
juslos. Si se hace eso se observara que uo se puede calcular uu numero preciso para el diámetro. Vayamos por donde vayamos, nos daronoa de bruces
con 1T. Eniste un dilema síinilui con la diagonnl de los cuadrodos, ImagineiTios una loseta de pavunenu) perfectameute cuadrada, cuyos lados miden exac-
tamentfc un metro. El iuamovíble teorema de Pitagoras dice que el cuadrado de la longitud de la diagonal debe ser igual a ]a suma de los cuadrados de
ambos lados. Puesto que cada lado mide un metro, la longiLud de ]a diagonal es la raíz cuadrada de uno al cuadrodo mds uno al cuadrado, o lo que es lo
mismo, la raíz cuadiudo de 2 (^), Y no wcisie firacciún que exprese exBctamenle el vakir de •^, que en forma decimal eslá catre li414y [,415. Se puede
conseguir tanla precisión como se desee nlaiganáo el número de lugares decimales, pero no se puede llegnr nunca a uu fin. No sirve de nada duplicar la
longitud de cada lado, de foima que la longitud de la diagoaal sea la rafz cuadrada de 2 al cuadrado más 2 al cuadrado (\fi). Ocho no liene una rafz cua-
drada exacta, DÍ ningún numero que sea suma de 2 cuadrados iguales (por el simple hecho de que la suma de dos cuadrados iguales siempre debe conte-
ner el dos como un factor y la [emida ru'z cuadruda de dos no existe) una vez m&s el problema no puede resolverse por la puerta de atrás. No se le puede

dar un número entero a la diagoual y entonces calcular la longimd de los lados. Nos encontraremos una vez mis enredados en los lenláculos de la vfi e.
incapaces de llegar a una conclusión maiem&üca exacca.

Los números como pi y -Ji se pueden usar en cálculos (que mevitablemenle temúnan siendo aprujcunados), se pueden ordenBr numéricamente junio con

ocios números, pero nuuca pueden [dendficarse cou precisión, Coa jusca razón a esos números se les lluna irracionales.
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difícil pensar en fracciones como 4/5 y 7/9. Al momento no se puede saber cuál de las dos es mayor,

con la misma rapidez que se sabe que 9 es mayor que 7.
Finalmente, existe un abismo entre el lenguaje natural y el matemático. La palabra "fracción"

raras veces se usa en el lenguaje coüdiano, y con ningún sentido matemático. Podemos referimos a
una "fracción" de una tarta en vez de decir lo usual, un "trozo", una "porción", pero solamente cuan-

do el trozo ~es relativamente pequeño. En matemáticas una fracción puede ser casi tan grande como un

entero, como 9/10 o 99/100. Cualquiera que tome tres cuartas partes de un pastel y diga que ha toma-
do "solamente''1 una fracción, puede enfrentarse a una discusión.

FRACCIONES DECIMALES

Todavía no hemos terminado con las fracciones. Existe un Upo particular de fracción que des-

taca por el tratamiento especial que se le da en las matemáticas, y a todos nos resulta familiar en su
forma camuflada. Es la fracción cuyo denominador es 10 o potencia de 10.

Las fracciones como 1/10 y 1/100 no solamente se usan con fines especiales, sino que su apa-

rienda cambia radicalmente. La fracción 1/10 se rescribe como 0,1; y 1/100, como 0, 01. Las formas
alternativas son familiarmente conocidas como decimales. Formalmente se conocen como "fracciones

decimales", un término que revela su procedencia.
El cambio de 1/10 a] formato de 0,1 permite que se introduzca una nueva dimensión en el

mundo de los números. De cualquier modo, todo se adecúa al modelo general de matemáticas frac-

clónales, las que completan los huecos entre los números enteros.

Segmentar los números enteros en décimas partes

Las fracciones decimales son fracciones que no lo parecen porque parte de ellas se ha supri-

mido. Es necesario saber que existe un denominador, eliminado pero sobreentendido.

Las fracciones decimales se representan con números como 0,5; 0,25 y 0,05 en vez de con sus

equivalentes 5/10, 25/100, 5/100.
Las fracciones decimales siempre consisten en dos partes, separadas (en algunas partes del

mundo) por un punto, llamado punto decimal. (En otras partes del mundo, el punto decimal es una

coma). El número a la izquierda del punto decimal es un entero, como en 4,567 o 0,123. El cero no

representa nada, salvo a sí mismo, pero realiza la ñinción del punto decimal y sirve para alinear los

números para la computación.
El número a la derecha del punto decimal es la parte fraccional. Paradójicamente, el valor de

los dígitos de la derecha del punto decimal varía según los que haya. En la fracción decimal 0,5, el

cinco significa 5 décimas. En la fracción decimal 0,05, el cinco significa cinco centésimas, y en 0,005,

la fracción significa cinco milésimas. La fracción decimal 0,555 significa quinientas cincuenta y cinco

milésimas 555/1000.
La línea inferior de las fracciones decimales, el denominador, siempre se da por hecho. Y a

diferencia de otras fracciones, que pueden tener cualquier número excepto cero como denominador, el
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-5TTO-
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RAÜO
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~L4~
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con 1T. Eniste un dilema síinilui con la diagonnl de los cuadrodos, ImagineiTios una loseta de pavunenu) perfectameute cuadrada, cuyos lados miden exac-
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de las partes de un cuadrado con su diagonal.67

Jugar con los porcentajes

Existe una forma de fracción decimal que es ubicua en nuestras vidas pero que raramente se

le reconoce por lo que es. Los porcentajes se han colado por debajo del muro de cristal de las mate-

máticas al lenguaje cotidiano y se usan con bastante menos precisión de lo que las matemáticas dese-
anan.

Los porcentajes incluso tienen su propio signo % (véase otra vez los ceros), que no represen-

ta nada matemáticamente salvo que indica que el número que le precede es una forma abreviada de

fracción decimal. Cinco por ciento (5%) significan cinco centésimas de lo que sea y normalmente

(matemáticamente) se escribe 0,05. Diez por ciento (10%) son diez centésimas o 0,1. Cincuenta por
ciento (50%) es 50/100, o una mitad.

A veces los porcentajes se usan con relativa precisión - un 47% de la población votó en las

últimas elecciones; un 32 por ciento de belgas son francófonos. En otras ocasiones el término se usa

con relativa soltura - el corredor de apuestas se queda con un porcentaje de las apuestas; solamente un
porcentaje de las donaciones va para la caridad. En este caso, el porcentaje significa una parte; podría

ser una parte grande o una parte pequeña. Esto es lenguaje natural, no matemáticas.

Muchas personas no saben lo que el porcentaje significa matemáücamente. Pueden creer que
cualquier porcentaje (como cualquier "fracción"} tiene que ser insignificante. No comprenden que

cualquier cálculo que tenga que ver con porcentajes requiere una conversión a formato fracdonario o
decimal.

Los números en el espacio 99

CAPÍTULO 11

Los números en el espacio

La palabra geometría significa medida de la tierra - pero muy poca geometría se realiza ver-

daderamente en la tierra. La mayoría de la geometría se lleva a cabo en el papel (o en la pizarra o en

los monitores del ordenador) con representaciones abstractas de la tierra o de porciones seleccionadas

de ella. Los estudiantes se inician en la geometría sobre el papel, así como con ilustraciones en los

libros y con los ejercicios. Cuando exploramos el mundo geoméhncamente, ponemos el mundo sobre

el papel - o en nuestras mentes - en forma de diagrama.

La aritmética también se hace sobre el papel, pero eso es cálculo, no representación. Las mar-

cas que se hacen sobre el papel al calcular tienen solamente un parecido numérico con lo que se esté

calculando; puede que no nos digan nada sobre el tamaño, la forma, la orientación o la cantidad de

cualquiera que sea con lo que estemos matemáticamente relacionados. Pero la geometría es diferente.

La geometría en ocasiones se lleva a cabo en el sitio, de primera mano. La medición directa

de las dimensiones y ángulos de un terreno, de un edificio o una pieza de carpintería es un modo prác-

tico de realizar cálculos y de tomar decisiones laborales. Los supervivientes y los marineros calculan

la posición directamente de las señales o de los cuerpos celestes con los que se relacionen. Pero la

observación directa unas veces no es conveniente y otras veces es imposible. Normalmente la geome-
tría no trata con la realidad física, sino con representaciones idealizadas o abstractas de ella. Se ocupa

del espacio.
La transferencia de la geometría desde el espacio al papel o a otro tipo de superficie plana per-

mitió a los matemáticos estudiar las propiedades de las formas geométricas. Los geómetras ya no estu-

diaban la tierra o los cielos; estaban estudiando la geometría en sí. Todos los celebrados teoremas

sobre geometría de Euclides - después de 2300 todavía se consideran merecedores de estudio en los

insütutos y por los matemáticos profesionales - se basan en el examen de las formas sobre el papel, y

están "probados" racionalmente más que por capricho de la naturaleza.

Hasta hace unos 400 años, la geometría era algo que tenía que parecer lógica a simple vista.
Y hoy día ocurre lo mismo, y eso dista mucho de ser fácil. En realidad, que la geometría sea lógica

depende del punto de vista.

Una cuestión de perspectiva

La naturaleza abstracta de los diagramas geométricos con frecuencia causa problemas de com-

prensión. Las figuras geométricas no se parecen mucho a lo que se supone que representan, e incluso
cuando existe el parecido, es desde el punto de vista más inusual. El mundo desde un punto de vista

geométrico es bastante diferente de la forma en que normalmente lo percibimos.
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El problema no es que la reducción a escala y los diseños de objetos sean difíciles de recoho-

cer. Los niños no tienen dificultad alguna en ver que la figura siguiente representa una casa.

(Fig. 11.1)

Ni siquiera tienen problema para ver que un rectángulo podría ser una casa, especialmente si
se le incluye una rudimentaria puerta o ventana.

(Fig. 11.2)

(Después de todo, los niños no tienen dificultad alguna en imaginar que un bloque de madera
con el que están jugando es una casa, una mesa o un coche).

Pero a los niños - y a muchos adultos - les cuesta trabajo entender que esa misma figura repre-

senta el plano de una casa, o de una habitación, o que representa un aparcamiento o un terreno. La difi-

cultad no es la representación, es la perspecüva.

(Fig. 11.3)

No podemos ver (a menos que vayamos en un avión) los campos o cualquier otro rasgo terres-

tre desde arriba. Los niños no tienen problema con los dibujos, incluso si son muy esquemáticos, pero
sí tienen problema con los puntos de vista inusuales. Todos los tenemos. La interpretación cartográfí-

ca exige entrenamiento y experiencia. Los aviadores no ven las islas de la misma manera que lo hacen

los marineros. Preferimos ver las representaciones del mundo de la misma forma que vemos el mundo,

de la forma en que los ojos están locaüzados en el cerebro - mirando hacia el horizonte. La geometría
normalmente no nos da esa oportunidad.

Existe otro hecho poco natural en el punto de vista geométrico (y en la interpretación carto-

gráfica). Prescmde de la perspectiva, que no es algo a lo que el cerebro y los ojos humanos están acos-

Los números en el espacio 101

tumbrados.

La perspecüva no es algo que la geometría ignore deliberadamente; es imposible que la rcpre-

sentación geométrica la incluya (aunque la perspectiva puede calcularse geométricamente). La geo-

metrfa puede representar figuras en una o dos dimensiones sin dificultad alguna, como en el caso de

los diagramas anteriores de una casa. Pero no puede representar objetos en tres dimensiones en una
sola figura (a menos que la distorsión sea parte de la figura geométrica). La siguiente figura geomé-
trica de un cubo tiene distorsiones geométricas en ambos lados:

Figura 11.4

Ni la parte superior ni el lado de la figura 11.4 son una representación fiel de la cara cuadrada

de un cubo.

La situación es mucho más complicada porque la geometría no está verdaderamente relacio-

nada con la sustancia sólida, de objetos o porciones de la tierra, ya sean reales o imaginarios. La geo-

metría tiene que ver solamente con el espacio. E irónicamente, no podemos ver el espacio, ni en la rea-
lidad ni en un diagrama geométrico. Por lo tanto, se deben poner líneas artiñciales alrededor delespa-

ció geométrico, aunque las líneas no tienen realidad física ni matemática.

Figura 11.5

Cuando se nos dice que la figura 11.5 representa una extensión de terreno, el terreno no son

las cuatro líneas, sino el espacio de su interior. Las líneas en sí no representan ninguna realidad física

o geométrica, sino el espacio entre los ángulos del terreno. (Incluso si el teireno está rodeado por una
valla, las líneas de la representación geométrica muestran el perímetro abstracto a lo largo del que la

valla se supone que está colocada, no la valla en sí). La distancia entre una señal y otra, en un mapa o

en un diagrama geométrico, no es en absoluto sustancial - es el espacio. La diferencia. angular entre

dos puntos de compás es la medida de la parte de espacio comprendida entre dos puntos.
Por problemas puramente geométricos, que tienen que ver con triángulos, círculos y otras ñgu-

ras delimitadas, el interés siempre radica en el espacio, bien sea la distancia entre un punto y otro, las

distintas direcciones que las distancias entre puntos puedan tener o los ángulos entre ellas. Las líneas
que se trazan en una figura geométrica están allí solamente para delinear (literalmente) los límites y

otras características de un trozo de espacio.
Nos quedamos con la extraña situación de que el modo en que normalmente vemos el mundo

no es el mismo en el que encontramos sus representaciones en la geometría, y la perspectiva geomé-
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trica no es algo con lo que nos encontremos en el mundo que nos rodea. Observamos, una vez más,

que las estructuras matemáticas se pueden entender solamente desde dentro de las matemáticas. La

única forma de entender las figuras geométricas es desde el punto de vista de las figuras mismas, con

ojos de geómetra.

La geometría y los mapas

No es sorprendente que el desarrollo de la geometría en la historia humana haya ido estrecha-

mente unido al desarrollo de los mapas. Tanto la geometría como la cartografía implican un mismo
reto conceptual - ver el mundo, o parte de él, desde lo que David Olson llamó "la visión desde ningún
lugar" (1994, p. 201).6' En realidad, a veces es difícil decidir si las primeras representaciones de las

regiones de la tierra son mapas o diagramas geométricos.
Los primeros mapas, donde no había medida alguna, tenían las distancias indicadas in situ.

Esto es especialmente visible en las andguas cartas de navegación,'9 que frecuentemente tenían las

áreas marítimas entrecruzadas con líneas que representaban cursos y distancias por las que navegar o

líneas a seguir en determinados periodos de tiempo.
Lo mismo se aplica a la geometría simple en la actualidad. Un triángulo puede tener la longi-

tud de los lados y de los ángulos directamente representados en la figura:

Figura 11.6

Las partes no üenen que tener una longitud exactamente de tres, cuatro o cinco unidades, ni

tienen que estar perfectamente dibujadas a escala, y los ángulos no tienen que ser tampoco muy pre-

cisos (especialmente en el caso de dibujos a mano alzada"), La geometría no está en la figura en sí,

sino en los números.

ENTRE FIGURAS Y NÚMEROS

A principios del siglo XVII el filósofo y matemático francés Descartes tuvo una idea que revo-

lucionó tanto los mapas como las matemáticas. Trasladó tanto los diagramas geográficos como los

geométricos a marcos numéricos. Las escalas numéricas en la parte inferior e izquierda de un diagra-

ma geométrico o de un mapa se conocieron como coordenadas y a toda la imagen matemática se le

conoció como gráfico. Descartes transformó el pensamiento matemático con la idea de que no era
necesario que la información sobre las dimensiones y los ángulos de las figuras geométricas fuese

colocada en la misma figura si la figura estaba apropiadamente localizada en un gráfico. El espacio

geométrico se podía reducir a números, así como la localización de los rasgos físicos de la tierra podí-

68.- Para una breve hiscona de los mapas, ver el capímlo 10 de OLSOM (1994), cuyo título, The worid on Paper (El mundo en papel} sugmó el encabe-
zamiento de esu sección. La frase de CUson, "lü visión desde ningún tugai" fue el lítulo de un libro anlerior de THOMAS ÁNGEL (1986),
69.- Mapa" nonnalmenifi se refiere a la representación de feas de üeira del mundo, o del mundo entero. Curta es la palabra que representa zonas de
agua y las lineas de oosca que las rodeaD, o para expansiones de espacio. Los naveganies, aviaáores y astioünutas usan cartas; la gente que viaja por la
superficie terrestre usa mapas.

Los números en el espacio 103

an reducirse a números que indicaban la latitud y la longitud.

Las coordenadas que aparecían en la parte inferior y en la parte izquierda del borde de un mapa

representaban la posición sobre la superficie terrestre (a veces, las coordenadas se repiten en la parte

superior y derecha del mapa, pero solamente por cuestiones de conveniencia; no porque eso implique
información adicional).

Circunvalar el mundo con números

He aquí un mapa en miniatura de una isla mítica, con las coordenadas de laütud y longitud

indicadas en la parte inferior e izquierda respectivamente:

Figura 11.7

Las coordenadas permiten localizar con precisión cualquier punto en el mapa y - una vez se

haya determinado la escala del mapa - permiten calcular la distancia entre dos puntos del mismo. La
idea de colocar coordenadas akededor del borde del mapa, algo obvio en la actualidad, costó mucho

tiempo llevarlo a cabo debido al problema que suponía representar el globo terráqueo completo, o par-

tes de él, en una superficie plana. Ese es un problema geométrico para el que nunca se ha encontrado

una solución simple y multiuso, aunque afortunadamente el problema se puede ignorar en el caso de
áreas relativamente pequeñas como son las ciudades, los países de tamaño moderado o las islas míti-

cas.

En geometría, todo se puede calcular así:

5

Figura 11.
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Figura 11.9

donde las coordenadas representan la localización en el espacio numérico. Un par de coorde-
nadas indicarán un punto en el espacio - por ejemplo, (1,2) indica una unidad en la escala x y dos uni-

dades en la escala y. Dos pares no solamente indicarán la posición de una línea - (1, 2), (2, 3) que sig-

nifican desde (o a través) de (1, 2) a (2, 3) - pero también podrían ser la base para calcular la "incli-

nación de la línea - el ángulo que hace con respecto a la coordenada horizontal de la parte inferior.

Y tres pares de coordenadas indicarán-(1, 2), (2, 3), (5, 1)-indicarán un triangulo completo y único,
con todas sus dimensiones y ángulos susceptibles de ser calculados.70

La idea de Descartes de que las formas geométricas se podían expresar con números y fómm-
las algebraicas unificó la geometría y las matemáticas. Demostró que el diagrama geométrico - la

representación del mundo en el papel - era esencialmente superfluo. Se demostraba ahora que todas

las verdades sobre las formas geométricas, una vez justificadas visualmente, eran consecuencia de la

consistencia de los números. Incluso en el mundo de las figuras mandan los números. (El mismo hecho

se demuestra cada vez que se usa una calculadora para solucionar un problema geométrico. Un con-

stmctor que quiere calcular el grado de inclinación de un tejado o el área de un muro no necesita poner

un diagrama en la calculadora; solamente se requieren los números relevantes).

Pero como veremos, la demostración de Descartes de que toda la geometría se puede reducir
a números no hizo que los matemáticos dejaran de usar el papel. Todo lo contrario; la demostración

además mostró que las relaciones entre números podían representarse gráficamente. Los gráficos se

convirüeron en mapas de paisajes numéricos, con modelos inherentes que nuestros cerebros esencial-
mente no numéricos apenas podían entender y ni siquiera de los números en sí se podía sospechar.

Las subestructuras de las matemáücas se abrieron al ojo humano al igual que la comprensión

de cómo un mapa geológico, o una carta de la temperatura de los océanos, pueden revelar detalles y

estructuras de aspectos del mundo físico hasta ahora insospechados e inaccesibles.

El poder matemático de los gráneos resultó ser mucho más que un logro conceptual. Se podría

decir que la consolidación sobre el papel de aspectos geométricos y numéricos de la computación hizo

posible gran parte de los desarrollos científicos y tecnológicos de los siglos venideros.

FUNCIONES

A lo largo de este libro he hablado de las relaciones entre números - los modelos sin fin en el

^Q.- A fm de que los números sean lo más simple posibl&s, lie usado coordenadas en d ejemplo de] triangulo de la figura U 9 que no conespouden al
triaugulo de la figura ll.B. HBrfau faliaunos valones más precisos.

tapiz de los números - como la base de todas las matemáticas. Es tiempo de considerar cuántos tipos

diferentes de modelos se pueden reunir para que los estudiemos, los comprendamos y nos sirvan, den-

tro de la compacta forma de funciones.

También es tiempo de introducir una pequeña parte de notación matemática formal que es

posible que quede fuera de la experiencia de algunos lectores, el tipo de exotismo matemático que con
frecuencia es fuente de ansiedad y alarma. Aún así, la notación básica de las funciones es concisa,

expresiva e inmensamente poderosa. No es nada más que:

Y=f(x)

donde y es un número y f es un indicador de que los paréntesis contienen un modelo numéd-

co particular que implica otro número, x. (se han usado letras del alfabeto, pero eso no es lenguaje; es

habla matemática).
El modelo que representa f (x) se llama formalmente la función de x, o, más precisamente, la

"efe de x". El enunciado y = f(x) dice que el valor de y siempre está determinado por el modelo de

f(x). Digamos que el modelo f(x) es simplemente x + 2. Entonces cuando x = 1, y será 3 (1 + 2).

Cuando x = 2, y será 4 (2 + 2). Y cuando x = 259, y será 261 (259 + 2).

Las funciones reflejan con exquisita economía el rico tapiz de los modelos numéricos que exis-

ten detrás del muro de cristal. Esto es todo lo que el lector necesita entender. Algunos de los ejemplos

se encontrarán en las notas a pie de página.71
Los matemáticos debaten entre sí sobre si las funciones deberían considerarse reglas, listas,

enunciados de relaciones o simplemente otro tipo de números. Las funciones se comportan como

números - pueden sumarse, restarse, multiplicarse y dividirse - pero también hacen otras cosas. No

existe razón para argumentar con palabras sobre los puntos más sutiles de las ñmciones; las funciones

son conceptos matemáticos, no lingüísticos.72

FUNCIONES Y GRÁFICOS

Descartes no solamente revolucionó la geometría con su conceptualización de los gráficos;

además exploró las ñmciones matemáücas, dándoles incluso un nombre. Por eso no sería de extrañar

71.- Podríamos compilfli'una lisia que diga con mucho mayor exlensróu exactamente lo mismo que y = f(x) cuando f(x) - x+2 (los puntos significan

que la serie contmuB)-

cuandox= 1234. .. .259,.,. , >c

y=3456 .,,.261. ,,..x+2

lanto la lista como In función reprasentaa el modelo malemitico eslablecido al aiindir 2 a cada número. Obviamente, la notación funcional es más ccm-

cisa y ordenadn, dice lodo lo necesario y uo hay nuda imlevanie.
Las funciones se pueden complicar lauto como uno quiera (y en verdad muchas de las funcioues con los que tracau los matemáticos son realmente com-

plicadas). He aquí una función relaüvamente simple que descnbe el modelo por el que las millas se relacionan cou los kilómenros:

y=f(x)= 1,6 x
(donde y = distancia en kilómetros y x - distancia en millas)
en Forma de lisia:
cuando x (distancia en millas) = I 2 3 ......259, x

y -(distancia en kil6melros)= 1,6 3,2 4. 8......414,4. ,1, 6»

y aquí tenemos una función algo más compIicBda que relaciona grados centígrados con grados Fahienheit:

y = f()i) = 9/5 x + 32

Así, si x = O (cero grados centígrados o puuio de congelación), enionces f(x) = (9/S x 0) + 32, lo que da como resulcado (ya que cualquier cosa mulapU-
cada por cero es cero) 32, que por supuesio es el punto de congelación en la escala Fahrenlieit. Y si \ = 100 (100 grados centígrados o puntó de ebulli-

ción), enconces f(x) = (9/5 x 20) + 32 = 36 + 32 = 68 grados en la escala Fahrenheit (ver rigiirE H.ii2,)
Exisien algunas restricciones con respecto a los modelos numéricos que pueden ser funciones, pero ese detalle lo dejaremos para los maiemáticos. Se
pueden usar ocras letras dd alfabeto para representar variables y olrns letras, ademes de la f, para indicar hmcioiies cuEmdo se consideran más de una

(aunque ! se usa invariablemenle como la primera o la única fuución).
72.- DAVID BERUNSH (1997), quien escnbe cou mucha elocuencia sobre el cálculo, dice que no obslanie "las matemáticas no son palpttbles" (p. 67); no
se pueden poner en palabras. Su particukr ejemplo no se puede decir qué es una función y no se puede decir qué hace una funcióu; es lo que hace y hace

lo que es,
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Figura 11.9

donde las coordenadas representan la localización en el espacio numérico. Un par de coorde-
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El poder matemático de los gráneos resultó ser mucho más que un logro conceptual. Se podría
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lo que es,



106 El muro de cristal

que fuera además pionero en trazar funciones en gráficos - poner modelos numéricos en papel.
He aquí un gráfico de la ñinción f(x) = x + 2 que ya hemos discutido:

vi

x
Figura 11.10

El eje vertical de la izquierda es el eje y. representa los posibles valores de y. El eje hohzon-

tal en la parte inferior representa los posibles valores de x. Por supuesto, el gráfico no está completo.
Representa solamente una porción del número infinito de valores de f(x). De modo incidental las líne-

as de los gráficos se llaman normalmente curvas, incluso cuando son rectas. Representan las localiza-

clones potenciales en el espacio numérico. Al igual que un tren puede aparecer en cualquier lugar de

la vía férrea, pero en ningún otro sitio, del mismo modo los valores de una ñmción pueden aparecer

solamente en la curva de su gráfico. En las notas a pie de página aparecen dos ejemplos más."
Como ejemplo final de cómo las relaciones entre números facilitan la comprensión del mundo,

vuelvo a la asignatura de trigonometría en secundaria y a las familiares pero a menudo confusas ratios

- los senos aritméticos. Las víctimas de la trígono fobia pueden tranquilamente saltarse esta sección

73.- He aquí un gráfico de IB ñmción que reÍBciona millas con kilómetros, f(x) = l,6x:

4mllsE=6.4Km

(insertar figura 11 ni)

y aquí aparece el gráfico de la función que iclacioina grados oeutígrados con grados Fahrenheít, F(x) = 9/5x + 32-

F-l

(iosertflr figura 11.u2)

c

Y^,
20'C = 68T
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del capítulo.

Trigonometría

Los estudiantes normalmente aprenden que los senos (y otras ratios trigonométricas que no se

considerarán aquí) son relaciones entre las longitudes de los lados y el tamaño de los ángulos en trián-

guias de ángulo recto. Pero más que tener que ver con dimensiones particulares, la trigonometría se

centra en las ratios. Las ratios pemianecen constantes. Los triángulos con lados de longitud (2, 3 y 5);

(4, 6 y 10); (8, 12 y 20) y (5000, 7500 y 12.500) se diferencian en el tamaño pero sus ángulos y los
tamaños relativos son siempre los mismos. Geométricamente, son el mismo triángulo.

Dado el seno u otras ratios trigonométricas determinadas, se puede buscar en una tabla de fun-

ciónos trigonométricas (o en una calculadora que esté programada para tales funciones) el valor de un
ángulo desconocido. A partir de la ratio trigonométrica y de la longitud de un lado, se puede calcular

o buscar la longitud de los otros lados. Y a partir de un ángulo, se puede calcular o buscar el seno y

otras ratios trigonométricas.

Partiendo de estas ñmciones trigonométricas permanentes se pueden calcular todos los com-

portamientos de estos elementos, incluyendo el tamaño de objetos distantes (bien sea árboles o las
galaxias del espacio exterior), la distancia que los separa de nosotros y la velocidad y dirección de

cualquier movimiento que pudieran hacer. Durante cientos de años las ratios trigonométricas han sido

la base de la astronomía, la supervivencia, la elaboración cartográfica, la ingeniería y la navegación en

la tierra, los mares, los cielos y el espacio.
Veamos lo que ha ocumdo. Los números se han extendido por el espacio y por tanto se han

descubierto todo tipo de cosas sobre los objetos del espacio. Solamente los números han permitido que

esto ocurra. Algunas de las representaciones geométricas se han realizado sobre el papel, pero sola-

mente para facilitar la visualización de las relaciones que se están examinando. El cálculo, y el des-

cubrimiento, están en los números.
La moderna ayuda a la navegación Uamada global positioning system (GPS) (sistema de posi-

ción global) permite a cualquiera, bien vaya a pie o en cualquier tipo de vehículo o embarcación, deter-

minar con precisión un posición concreta en la tierra, la velocidad y la dirección del viaje y la distan-

cia al desuno. El pequeño receptor que se usa calcula la orientación de los satélites que constantemente

circulan por el globo, haciendo uso instantáneo de la trigonometría.
¿He dicho determinar con precisión una posición concreta en la tíerra? Quería decir posición

en el espacio. El hecho de que el receptor GPS se encuentre en la tierra es una coincidencia. Los saté-

lites en órbita hacen gü-ar una vaina invisible de espacio numérico alrededor del mundo, junto con una
vaina invisible de tiempo numérico. Debido a las masas y a las irregularidades de la superficie terres-

tre y al paso de la tierra a través del tiempo, siempre es necesario hacer pequeñas correcciones loca-

les. Pero las correcciones adaptan la tierra a los números, no los números a la tierra. Todo el mundo

vive y se mueve en un mundo envuelto en números.
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que fuera además pionero en trazar funciones en gráficos - poner modelos numéricos en papel.
He aquí un gráfico de la ñinción f(x) = x + 2 que ya hemos discutido:

vi

x
Figura 11.10
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4mllsE=6.4Km

(insertar figura 11 ni)

y aquí aparece el gráfico de la función que iclacioina grados oeutígrados con grados Fahrenheít, F(x) = 9/5x + 32-

F-l

(iosertflr figura 11.u2)

c

Y^,
20'C = 68T
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del capítulo.

Trigonometría
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CAPÍTULO 12

Memorizar, calcular y consultar

¿Son las matemáticas algo que conocemos o algo que hacemos? Son las dos cosas ~ las mate-

maricas son en parte hechos y en parte actos. Y no existe una línea divisoria clara entre ambos. Más
bien, existe una interrelación. Cuando hacemos una excursión al mundo de las matemáticas, cuánto

más sabemos, menos tenemos que hacer, y cuanto más podemos hacer, menos necesitamos saber.

Decidir qué es lo preferible en cada circunstancia ha sido un constante enigma para matemáticos, edu-

cadores y diseñadores de instrumentos científicos.

Saber es algo relativamente simple, pero no siempre fácil. Hay que poner algo en la memoria

(aprender) y sacarlo cuando es necesario (recordar). Para hacer algo tenemos dos posibilidades.

Podemos determinar lo que queremos saber (que implica saber cómo comenzar a detennmarlo). Esto

es lo que normalmente se conoce por calcular, y puede resultar laborioso. O podemos consultar lo que

queremos saber, que significa usar un conjunto de tablas o manipular un abaco o una regla de cálcu-

lo, aunque en la actualidad es más probable que se use una calculadora o un ordenador. Y existe otra

categoría que entra dentro del apartado de "consultar", incluso si el lenguaje resulta un poco contra-
dictorio, y es el antiguo y honorable procedimiento de pedir a alguien que nos diga lo que queremos

saber.

Obviando todos los aspectos del conocimiento matemáüco, cálculo o consulta, es el ineludi-

ble aspecto de la comprensión el único modo de no chocar contra el muro de cristal.

Atajos

Una manera de mirar a las matemáticas es considerarlas un sistema complejo de atajos. En

principio, todo lo que las matemáticas-nos permiten saber y hacer se podría hacer sin las matemáücas.

Solamente con el recuento - siempre que no nos quedemos sin tiempo, memoria, paciencia y cerebro.

Al igual que el pastor apócrifo, podríamos solucionar todos los problemas de suma, resta, mulüplica-
ción y división moviendo ovejas o cualquier otro tipo de cuanüñcador más apropiado. Pero en lugar

de esa dura tarea, podemos confiar en la memoria, calcular o consultar lo que queremos saber.

Consideremos un simple e hipotético problema que podemos desairollar en este capítulo. Nos
gustaría saber cuánto es 14 x 14, Existe un modo no matemático de solucionar el problema. Podríamos

colocar 14 montones de 14 piedras y contar todas las piedras para averiguar su total.
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No existen matemáticas algunas en ese procedimiento, ni como hecho ni como acto, nada más

que un recuento. Incluso no hace falta que el resultado - 196 - sea matemático, puesto que los núme-

ros por sí solos no tienen propiedades matemáticas. El recuento es la forma original de resolver pro-
blemas aritméticos por la ñierza bruta, que con frecuencia los niños usan de forma espontánea. El

recuento no exige ninguna comprensión de las relaciones matemáticas, salvo conocer la secuencia

numérica. La memoria, el cálculo y la consulta son las alternativas - atajo, y la cantidad de compren-
sión matemática que requieren varía desde un mínimo hasta una inmensidad.

LA MEMORIA

La memoria, al igual que la comprensión, es inevitable en las matemáticas y en cualquier otro
procedimiento. Aunque las matemáticas puedan parecer un proceso constante de "determinar las

cosas , la base de cualquier tipo de empresa matemática es la memoria, y una gran parte del aprendi-
zaje de las matemáticas supone aprender de memoria hechos y procedimientos matemáticos. La

memoria facilita el camino a las matemáticas, y sin ella no podemos comenzar.

El primer y más significaüvo paso para convertirse en matemático es memorizar, en su orden
convencional, los números del uno al diez. Estos números son los bloques de constmcción de todas las

matemáticas y no son algo que se pueda determinar por uno mismo o consultarlo cuando lo necesite-
mos. Se deben conocer.

Por delante y por detrás de la tabla

El siguiente paso en un desarrollo matemático individual es normalmente "la tabla" - para

sumar y multiplicar. No me estoy refiriendo a las tablas impresas con columnas de números ordena-

dos en un modo sistemático como sustitutos de la memoria, sino a grupos de conocimiento que deben

memorizarse, a veces en grandes porciones pero con frecuencia en poco tiempo.

En este sentido, las tablas son simplemente formas organizadas de recordar hechos matemáü-

cos. Normalmente se presentan en forma de una cantinela, que nos ayuda a memorizar. Así:

Una más una son dos, dos más una son hres, tres más una son cuatro, etc. Seguido de:

dos más uno son tres, dos más dos son cuatro, dos más tres son cinco, dos más cuatro son seis,

etc. Y:

Tres más uno son cuatro, tres más dos son cinco, tres más tres son seis. etc

Tabla de sumar
+

1
2
3
4
5
i
7
a
9

10

1
2
3
4
s
í
7
8
?
10

2
3
í
5
í
7
a
v
10
n
12

3
4
5
6
7
a
9
10
11
12

-13-

A
s
í
7
a
f
10

12
13
14

5
6
7
a
9

10
11
12
13
u

_15

i
7
a
?

10
n
n
13
u
15
1Í

7
8
?

10
11
12
13
n
15
1Í
17

a
?

10
11
12
13
14
15
1i
17
18

9
10
11
12
13
14
15
14
17
IS
1P

10
11
12
13
u
15
1A
17
1S
19
20

La tabla de sumar suele llegar hasta el diez - diez y diez son veinte - haciendo un total de 100

hechos matemáticos" básicos, ilustrados anteriormente. Una vez memorizados, estos hechos están

inmediatamente disponibles para su uso matemático. Es decir, siempre que se haya comprendido la
naturaleza de los hechos y su modo de uso - algo que requiere a su vez memorización.

Las tablas de multiplicar se suelen recitar y aprender del mismo modo:

Una por una es una, una por dos es dos, una por tres es tres, etc.
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Seguido de:

Dos por una es dos, dos por dos son cuahro, dos por tres son seis, etc.

Y:

Tres por una es tres, tres por dos son seis, tres por tres son nueve, etc.

Una vez más, las tablas suelen llegar al diez - diez por diez son cien. La tabla de multiplicar,
que aparece a continuación, contiene otros 100 hechos, un total - junto con la tabla de sumar - de 200

hechos que se deben memorizar antes de que comience el cálculo aritmético.

Tabla de multiplicar

x
1

3
4
5
í
7
8
9

10

1
1
2
3
4
5
i
7
a
9

10

2
2
4
4
8
10
12
u
}Í
1S
20

3
3
6
9

12
15
16
21
24
27
30

4
i
a
12
1Í
20
1í
2S
32
3í
40

5
5
10
15
20
25
30
35
-10
45
50

4
í

12
ia
24
30
3i
42
4S
a
í0

7
7
u
21
28
35
42
49
54
é3
70

a
a
16
24
32
40
48
5í
M
72
60

9
?

18
27
3í
-15
5-1
Al
72
61
90

10
10
20
30
-ID

50
*a
70
so
90
100

Es posible que las tablas no resulten sorprendentes, no más que un juego de niños, pero con-

üenen una importante cantidad de información útil y un alto grado de estructura relacional. Unas pocas
rimas simples guardan un borrador detallado de los principios básicos de las matemáticas, como mues-

tran las ilustraciones anteriores. (Las tablas, tal y como aparecen en la ilustración, no son algo que
deba memorizarse. muestran lo que se ha aprendido si se conocen las cantinelas de la suma y la mul-

tiplicación).
Muchas relaciones matemáticas y geométricas fundamentales están integradas en los modelos

de estas tablas, cuando los números se leen horizon taimente, verticalmente, diagonalmente o de forma

aleatoria.74 Estos gmpos de números probablemente son la mejor ilustración de la riqueza básica de las

matemáticas.

En su forma más simple, estas tablas de "hechos matemáticos elementales reemplazan los

cálculos con números menores de 10 - problemas como 4+5 o 6-7 - que de ohra manera se deberían

resolver con el uso de los dedos o con otro tipo de cuantiñcadores. Al método de los dedos se le puede

llamar solucionar problemas "por detrás de la tabla". Pero las tablas memorizadas son esenciales para

los cálculos que requieren números mayores de diez o "por delante de la tabla". Si no conocemos las

tablas de sumar y multiplicar hasta el 10, no seremos capaces de hacer cálculos que requieran núme-

ros mayores del 10, como 19+37 o 14 x 78. Lo mismo se aplica para la resta y la división. Si no somos

capaces de realizar estos cálculos tan elementales no seremos capaces de hacer nada en las matemátí-

cas. La importancia de las matemáticas radica en las tablas.

Procedimientos y fórmulas

No son solamente las tablas las que se tienen que memorizar. Existen otros tipos de procedi-
74.- Véase, en In tabla de sumar, cómo las diagonales paruendode la purte superior izquierdo hacia la inferior derecha se ¡ncrcmentnii de dos en dos (4,
6, 8... 5, 7, 9...) imentias que las diagouales desde la pan» superior derecha tacia li mferior izquierda pennanecenconslmiles (4,4,4...5^

sugiere una rigidez en la eauuctura de las relaciones de la suma que casi resulLa tangible. La diagonal pnucipal de izquierin a derecha (2, 4, 6...} i es.la
tabla de muí üplic ación del dos, mien&as que la labla de multiplicar del tres se encuenlrü en otra de las diagonales (3, 6, 9. .). Cada UDO de los numeros
desde el 1 al 20 parecen cener una sólida colocación, nfudamente presenlados - siu excepción alguna - en la línea de los 10 en la diagonc
ascendente de izquienla a derecha. Por olió lado, la labla de mulüpÍicadún está llena de agujeros. No hoy rastro en esln lista de un UÜIIlero^"mo mByw
que1 (como 3, 5, 7, I I, 13, 17.,.) como si la ubla de mulaplicnrfueia una criba que excluyese números primos- En realidad, una de l^fo"n&SJn 1"
que los matemiiticos (y los ordenadores) calculan los números primos es a b-aiués del ttctiguo procedimiento conocido comola^CTi]Mde &^lústeMS^^
números mlErcsantes se encueuiran con facilidad en el tejido de la tabln de muluplicar, que incluye los cuadrados <6n Ia dia6°°tí F^'p^ql^^a ,^
¡a paire superior iztfuierda a la pane inferior derecha- 1 4, 9, 16.. ). Sigamos cunlquier diagouafen ducccióu ascendMlte de l^^^^^u'Lidfl^
mos.que.losiuúmerosascienden y después descientleu (8, U, 18, 20, 20, IB, 14, 8), mienlrai que las diagonales en diiccción descendence de izquie

derecha se mcremenlan en mía progresión eslnble (4, 10, 18, 28, 40, 54,.-).
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Dos por una es dos, dos por dos son cuahro, dos por tres son seis, etc.

Y:

Tres por una es tres, tres por dos son seis, tres por tres son nueve, etc.

Una vez más, las tablas suelen llegar al diez - diez por diez son cien. La tabla de multiplicar,
que aparece a continuación, contiene otros 100 hechos, un total - junto con la tabla de sumar - de 200

hechos que se deben memorizar antes de que comience el cálculo aritmético.

Tabla de multiplicar

x
1

3
4
5
í
7
8
9

10

1
1
2
3
4
5
i
7
a
9

10

2
2
4
4
8
10
12
u
}Í
1S
20

3
3
6
9

12
15
16
21
24
27
30

4
i
a
12
1Í
20
1í
2S
32
3í
40

5
5
10
15
20
25
30
35
-10
45
50

4
í

12
ia
24
30
3i
42
4S
a
í0

7
7
u
21
28
35
42
49
54
é3
70

a
a
16
24
32
40
48
5í
M
72
60

9
?

18
27
3í
-15
5-1
Al
72
61
90

10
10
20
30
-ID

50
*a
70
so
90
100

Es posible que las tablas no resulten sorprendentes, no más que un juego de niños, pero con-

üenen una importante cantidad de información útil y un alto grado de estructura relacional. Unas pocas
rimas simples guardan un borrador detallado de los principios básicos de las matemáticas, como mues-

tran las ilustraciones anteriores. (Las tablas, tal y como aparecen en la ilustración, no son algo que
deba memorizarse. muestran lo que se ha aprendido si se conocen las cantinelas de la suma y la mul-

tiplicación).
Muchas relaciones matemáticas y geométricas fundamentales están integradas en los modelos

de estas tablas, cuando los números se leen horizon taimente, verticalmente, diagonalmente o de forma

aleatoria.74 Estos gmpos de números probablemente son la mejor ilustración de la riqueza básica de las

matemáticas.

En su forma más simple, estas tablas de "hechos matemáticos elementales reemplazan los

cálculos con números menores de 10 - problemas como 4+5 o 6-7 - que de ohra manera se deberían

resolver con el uso de los dedos o con otro tipo de cuantiñcadores. Al método de los dedos se le puede

llamar solucionar problemas "por detrás de la tabla". Pero las tablas memorizadas son esenciales para

los cálculos que requieren números mayores de diez o "por delante de la tabla". Si no conocemos las

tablas de sumar y multiplicar hasta el 10, no seremos capaces de hacer cálculos que requieran núme-

ros mayores del 10, como 19+37 o 14 x 78. Lo mismo se aplica para la resta y la división. Si no somos

capaces de realizar estos cálculos tan elementales no seremos capaces de hacer nada en las matemátí-

cas. La importancia de las matemáticas radica en las tablas.

Procedimientos y fórmulas

No son solamente las tablas las que se tienen que memorizar. Existen otros tipos de procedi-
74.- Véase, en In tabla de sumar, cómo las diagonales paruendode la purte superior izquierdo hacia la inferior derecha se ¡ncrcmentnii de dos en dos (4,
6, 8... 5, 7, 9...) imentias que las diagouales desde la pan» superior derecha tacia li mferior izquierda pennanecenconslmiles (4,4,4...5^

sugiere una rigidez en la eauuctura de las relaciones de la suma que casi resulLa tangible. La diagonal pnucipal de izquierin a derecha (2, 4, 6...} i es.la
tabla de muí üplic ación del dos, mien&as que la labla de multiplicar del tres se encuenlrü en otra de las diagonales (3, 6, 9. .). Cada UDO de los numeros
desde el 1 al 20 parecen cener una sólida colocación, nfudamente presenlados - siu excepción alguna - en la línea de los 10 en la diagonc
ascendente de izquienla a derecha. Por olió lado, la labla de mulüpÍicadún está llena de agujeros. No hoy rastro en esln lista de un UÜIIlero^"mo mByw
que1 (como 3, 5, 7, I I, 13, 17.,.) como si la ubla de mulaplicnrfueia una criba que excluyese números primos- En realidad, una de l^fo"n&SJn 1"
que los matemiiticos (y los ordenadores) calculan los números primos es a b-aiués del ttctiguo procedimiento conocido comola^CTi]Mde &^lústeMS^^
números mlErcsantes se encueuiran con facilidad en el tejido de la tabln de muluplicar, que incluye los cuadrados <6n Ia dia6°°tí F^'p^ql^^a ,^
¡a paire superior iztfuierda a la pane inferior derecha- 1 4, 9, 16.. ). Sigamos cunlquier diagouafen ducccióu ascendMlte de l^^^^^u'Lidfl^
mos.que.losiuúmerosascienden y después descientleu (8, U, 18, 20, 20, IB, 14, 8), mienlrai que las diagonales en diiccción descendence de izquie

derecha se mcremenlan en mía progresión eslnble (4, 10, 18, 28, 40, 54,.-).



~J

112 El muro de cristal

mientas que también deben comprenderse y retenerse en la memoha, comenzando con la suma y ,1a
resta de dígitos múltiples y posiblemente con las mulüplicaciones y divisiones de cifras largas. Y exis-

ten además todo tipo de fórmulas, aritméticas, geométricas y algebraicas, desde las más conocidas

hasta las más abstrusas, que se consideran parte del conocimiento de cualquiera que se suponga está
familiahzado, o quiere estarlo, con las matemáticas a detenninados niveles de competencia.

Todo procedimiento y toda fórmula es un atajo para solucionar una relación matemática. Si no

se conoce el procedimiento y la fórmula apropiada para cada ocasión en particular, es muy probable
que sea necesario realizar un mayor trabajo computacional, con la posibilidad de conseguir un resul-
tado erróneo.

La mecánica de la memoria

La memoria se organiza en base al conocimiento. Todo lo que recordamos está directamente

conectado con algo que conocemos, e indirectamente con otras muchas cosas. El conocimiento de

nuestro número de teléfono está conectado al conocimiento de los teléfonos, de cómo se usan y de para
qué sirven. El conocimiento del hecho de que Helsinki es la capital de Finlandia está conectado a lo

que sabemos de las capitales y de Finlandia. Cómojecordamos cualquier cosa depende del grado de
conexión que esa cosa tenga con las demás cosas que conocemos.

Eso es por lo que el aprendizaje a través de la memorización es a la vez difícil e ineficaz. Es

mucho más fácil recordar cosas que nos resultan significativas que aquellas que no lo son. A una per-
sona que comprende los números primos (divisibles por sí mismos y por uno) le resulta mucho más

fácil recordar las senes 1,2,3,5,7,11, 13, 17 y 19 que a otra que no los comprende. A una persona

que comprende muy bien las matemáticas le resulta fácil recordar otras cosas sobre matemáticas; y a

una persona que se siente confusa con las matemáticas le resulta imposible recordar cualquier cosa de
las matemáticas.

No solamente es más fácil memorizar hechos matemáticos si tienen senüdo, sino que también
es fácil exteriorizarlos. El que algo tenga sentido determina la rapidez con la que memorizamos y la

rapidez con la que lo expresamos. En cuestiones muy relacionadas con aspectos importantes de nues-

tra vida, tanto el aprendizaje como la memorización tienen lugar sin ningún esfuerzo consciente.

¿Dónde debería terminar la memorización?

¿Cuánto deberíamos memorizar? No existe límite alguno para la capacidad de la memoria,

pero el aprendizaje lleva tiempo y la memorización puede resultar difícil e inútil si hemos almacena-

do grandes cantidades de conocimiento que no tienen sentido alguno para nosotros. Probablemente

existe un límite de cuántos pormenores matemáticos tenemos que recordar - pero ese límite difiere
según cada individuo.

Un conjunto mínimo de memoria matemática debería incluir los "hechos" numéricos relacio-

nados con la suma y la multiplicación hasta diez, además de los procedimientos elementales para los
cálculos simples. ¿Qué decir sobre el ejemplo de 14 x 14? Muchas personas recuerdan hechos sobre

números superiores a diez, no solamente para sumar y restar, sino para otros muchos fines matemáti-

cos, simplemente como resultado del interés y la experiencia. Pero normalmente no es necesario o no

es posible especificar cuáles deberían ser esos componentes adicionales de la memoria.

Las personas que multiplican números entre 10 y 20, especialmente si dichos cálculos son
importantes e interesantes en su contexto diario, recordarán muchas multiplicaciones de varios dígi-

tos, incluyendo 14 x 14, con la misma facüidad que recuerdan su fecha de nacimiento o su número de

75.- Por ejemplo, DEHAENE (1997, p. 148)
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teléfono. Las personas cuyo trabajo o afición tienen que ver con los números y sus relaciones pueden
recordar cantidades "'enormes de ellos. Una historia que se suele contar al respecto''5 es la de

Ramanujan, matemático indio autodidacta (reconocido como genio) en su lecho de muerte a la edad

de 32 años. Un visitante había comentado que el número de licencia del taxi en el que había venido,
1729, era "poco interesante". Por el contrario, dijo Ramanujan, 1729 era el número más pequeño que

se podía construir en dos formas sumando dos números elevados al cubo - 13 + 123 y 103 + 93.

Ramanujan estaba tan familiarizado con los números como lo están los omitólogos con los pájaros.

La cuestión no es el tamaño de la memoria o lo buena que es. Lo que determina, relativa-

mente hablando, lo bien que funciona nuestra memoria en circunstancias particulares depende de la

experiencia, el interés, la comprensión y la confianza que aportamos a lo que estamos haciendo.
La capacidad para memorizar cosas matemáticas difiere según la facilidad que uno tenga para

desenvolverse en el mundo de las matemáücas, pero los esfuerzos por memorizar pueden resultar total-

mente improductivos cuando comprendemos poco lo que estamos haciendo. Esa es una de las razones

por las que las matemáticas se pueden convertir en algo frustrante y opaco, no importa lo motivados

que estemos. Si nos esforzamos por memorizar algo que no entendemos, si estamos en la parte equi-
vacada del muro de cnstal, tendremos enormes dificultades para recordarlo. Pero no tendremos difi-

cultad alguna para recordar nuestro fracaso y frustración - la condición subyacente de cualquier fobia.

CALCULAR

Si no encontramos en nuestra memoria lo que queremos saber, tendremos que solucionarlo o

consultarlo. El cálculo, o la búsqueda de la solución, es el método tradicional, convencional y educa-

tivamente aprobado de solucionar los problemas matemáücos, incluso cuando estos problemas -

sobretodo cuando son cotidianos - se pueden solucionar con más rapidez y ñabilidad usando artefac-

tos electrónicos.
Las calculadoras se han considerado frecuentemente un engaño en los contextos educativos

(casi tan malas como preguntarle a otro "la respuesta"), se suele pensar que los estudiantes sufrirán un

considerable retraso si no solucionan los problemas por sí mismos, incluso cuando se trata de cues-

üones considerablemente complejas y abstractas, "Hazlo tu mismo" se considera más admirable y

beneficioso que alguien o algo lo haga por ti.
Pero el tema no está tan claro como parece. Hacer las cosas por uno mismo puede resultar de

utilidad - pero solamente si ello va acompañado de cierto interés, comprensión y éxito. Es posible que

los artefactos electrónicos tengan desventajas, pero solamente cuando se carece del interés y la com-

prensión. Antes de aventurarnos a considerar las ventajas y desventajas dé solucionarlo uno mismo o

con las calculadoras, deberíamos observar ambas cosas de forma separada. En aras de la brevedad, me

referiré a "calculadoras" en general cuando me quiera referir a "calculadoras y otros dispositivos elec-

Irónicos" u "ordenadores y calculadoras".

El método "práctico"

¿Cuáles son las ventajas del "hazlo tu mismo9', bien sea con libretas escolares y problemas

escritos, bien sea con cálculos de dimensiones en el trabajo, o cantidades de ingredientes, o con extrac-

tos de cuentas o facturas de compra?
Siempre se ha creído que hacer algo por uno mismo, con o sin la ayuda de otras personas,

puede dar como resultado el aprendizaje del procedimiento matemático empleado y las relaciones

matemáticas implicadas. Puede que sea cierto - siempre que el estudiante comprenda lo que está ocu-
rriendo y no se distraiga con cálculos complicados. Pero lo que puede ser cierto en el caso de activi-
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mientas que también deben comprenderse y retenerse en la memoha, comenzando con la suma y ,1a
resta de dígitos múltiples y posiblemente con las mulüplicaciones y divisiones de cifras largas. Y exis-

ten además todo tipo de fórmulas, aritméticas, geométricas y algebraicas, desde las más conocidas

hasta las más abstrusas, que se consideran parte del conocimiento de cualquiera que se suponga está
familiahzado, o quiere estarlo, con las matemáticas a detenninados niveles de competencia.

Todo procedimiento y toda fórmula es un atajo para solucionar una relación matemática. Si no

se conoce el procedimiento y la fórmula apropiada para cada ocasión en particular, es muy probable
que sea necesario realizar un mayor trabajo computacional, con la posibilidad de conseguir un resul-
tado erróneo.

La mecánica de la memoria

La memoria se organiza en base al conocimiento. Todo lo que recordamos está directamente

conectado con algo que conocemos, e indirectamente con otras muchas cosas. El conocimiento de

nuestro número de teléfono está conectado al conocimiento de los teléfonos, de cómo se usan y de para
qué sirven. El conocimiento del hecho de que Helsinki es la capital de Finlandia está conectado a lo

que sabemos de las capitales y de Finlandia. Cómojecordamos cualquier cosa depende del grado de
conexión que esa cosa tenga con las demás cosas que conocemos.

Eso es por lo que el aprendizaje a través de la memorización es a la vez difícil e ineficaz. Es

mucho más fácil recordar cosas que nos resultan significativas que aquellas que no lo son. A una per-
sona que comprende los números primos (divisibles por sí mismos y por uno) le resulta mucho más

fácil recordar las senes 1,2,3,5,7,11, 13, 17 y 19 que a otra que no los comprende. A una persona

que comprende muy bien las matemáticas le resulta fácil recordar otras cosas sobre matemáticas; y a

una persona que se siente confusa con las matemáticas le resulta imposible recordar cualquier cosa de
las matemáticas.

No solamente es más fácil memorizar hechos matemáticos si tienen senüdo, sino que también
es fácil exteriorizarlos. El que algo tenga sentido determina la rapidez con la que memorizamos y la

rapidez con la que lo expresamos. En cuestiones muy relacionadas con aspectos importantes de nues-

tra vida, tanto el aprendizaje como la memorización tienen lugar sin ningún esfuerzo consciente.

¿Dónde debería terminar la memorización?

¿Cuánto deberíamos memorizar? No existe límite alguno para la capacidad de la memoria,

pero el aprendizaje lleva tiempo y la memorización puede resultar difícil e inútil si hemos almacena-

do grandes cantidades de conocimiento que no tienen sentido alguno para nosotros. Probablemente

existe un límite de cuántos pormenores matemáticos tenemos que recordar - pero ese límite difiere
según cada individuo.

Un conjunto mínimo de memoria matemática debería incluir los "hechos" numéricos relacio-

nados con la suma y la multiplicación hasta diez, además de los procedimientos elementales para los
cálculos simples. ¿Qué decir sobre el ejemplo de 14 x 14? Muchas personas recuerdan hechos sobre

números superiores a diez, no solamente para sumar y restar, sino para otros muchos fines matemáti-

cos, simplemente como resultado del interés y la experiencia. Pero normalmente no es necesario o no

es posible especificar cuáles deberían ser esos componentes adicionales de la memoria.

Las personas que multiplican números entre 10 y 20, especialmente si dichos cálculos son
importantes e interesantes en su contexto diario, recordarán muchas multiplicaciones de varios dígi-

tos, incluyendo 14 x 14, con la misma facüidad que recuerdan su fecha de nacimiento o su número de

75.- Por ejemplo, DEHAENE (1997, p. 148)
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teléfono. Las personas cuyo trabajo o afición tienen que ver con los números y sus relaciones pueden
recordar cantidades "'enormes de ellos. Una historia que se suele contar al respecto''5 es la de

Ramanujan, matemático indio autodidacta (reconocido como genio) en su lecho de muerte a la edad

de 32 años. Un visitante había comentado que el número de licencia del taxi en el que había venido,
1729, era "poco interesante". Por el contrario, dijo Ramanujan, 1729 era el número más pequeño que

se podía construir en dos formas sumando dos números elevados al cubo - 13 + 123 y 103 + 93.

Ramanujan estaba tan familiarizado con los números como lo están los omitólogos con los pájaros.

La cuestión no es el tamaño de la memoria o lo buena que es. Lo que determina, relativa-

mente hablando, lo bien que funciona nuestra memoria en circunstancias particulares depende de la

experiencia, el interés, la comprensión y la confianza que aportamos a lo que estamos haciendo.
La capacidad para memorizar cosas matemáticas difiere según la facilidad que uno tenga para

desenvolverse en el mundo de las matemáücas, pero los esfuerzos por memorizar pueden resultar total-

mente improductivos cuando comprendemos poco lo que estamos haciendo. Esa es una de las razones

por las que las matemáticas se pueden convertir en algo frustrante y opaco, no importa lo motivados

que estemos. Si nos esforzamos por memorizar algo que no entendemos, si estamos en la parte equi-
vacada del muro de cnstal, tendremos enormes dificultades para recordarlo. Pero no tendremos difi-

cultad alguna para recordar nuestro fracaso y frustración - la condición subyacente de cualquier fobia.

CALCULAR

Si no encontramos en nuestra memoria lo que queremos saber, tendremos que solucionarlo o

consultarlo. El cálculo, o la búsqueda de la solución, es el método tradicional, convencional y educa-

tivamente aprobado de solucionar los problemas matemáücos, incluso cuando estos problemas -

sobretodo cuando son cotidianos - se pueden solucionar con más rapidez y ñabilidad usando artefac-

tos electrónicos.
Las calculadoras se han considerado frecuentemente un engaño en los contextos educativos

(casi tan malas como preguntarle a otro "la respuesta"), se suele pensar que los estudiantes sufrirán un

considerable retraso si no solucionan los problemas por sí mismos, incluso cuando se trata de cues-

üones considerablemente complejas y abstractas, "Hazlo tu mismo" se considera más admirable y

beneficioso que alguien o algo lo haga por ti.
Pero el tema no está tan claro como parece. Hacer las cosas por uno mismo puede resultar de

utilidad - pero solamente si ello va acompañado de cierto interés, comprensión y éxito. Es posible que

los artefactos electrónicos tengan desventajas, pero solamente cuando se carece del interés y la com-

prensión. Antes de aventurarnos a considerar las ventajas y desventajas dé solucionarlo uno mismo o

con las calculadoras, deberíamos observar ambas cosas de forma separada. En aras de la brevedad, me

referiré a "calculadoras" en general cuando me quiera referir a "calculadoras y otros dispositivos elec-

Irónicos" u "ordenadores y calculadoras".

El método "práctico"

¿Cuáles son las ventajas del "hazlo tu mismo9', bien sea con libretas escolares y problemas

escritos, bien sea con cálculos de dimensiones en el trabajo, o cantidades de ingredientes, o con extrac-

tos de cuentas o facturas de compra?
Siempre se ha creído que hacer algo por uno mismo, con o sin la ayuda de otras personas,

puede dar como resultado el aprendizaje del procedimiento matemático empleado y las relaciones

matemáticas implicadas. Puede que sea cierto - siempre que el estudiante comprenda lo que está ocu-
rriendo y no se distraiga con cálculos complicados. Pero lo que puede ser cierto en el caso de activi-
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dades "prácticas" puede que no sea igual en el caso del uso de calculadoras. Las calculadoras no tie-

nen porqué ocupar el puesto del pensamiento; normalmente es necesario comprender lo que se está
haciendo para teclear los números y los procedimientos adecuados.

Se supone que una segunda ventaja del cálculo práctico es el reconocimiento de errores. Es
más probable que nos demos cuenta de que hemos cometido un error o de que hemos obtenido un

resultado impreciso cuando ello sea parte de algo que estamos tratando de solucionar por nosotros

mismos, que cuando despreocupadamente lo leamos en la pantalla de un ordenador. Pero si sabemos

lo que estamos haciendo, el resultado que vemos en la calculadora nos puede parecer tan obviamente
irreal como ocurriría si lo obtuviéramos en el papel. Si hemos calculado que necesitamos 50 litros de

gasolina para recorrer unos cientos de küómetros con el coche familiar, igualmente reconoceremos si

hemos cometido un error cuando el resultado lo veamos en la ventana del ordenador o en una hoja de
papel.

Una tercera hipotética ventaja, que no se suele relacionar con las matemáücas, es la satisfac-

ción. Pasar media hora tratando de solucionar algo puede resultar mucho más interesante que pasar el

mismo Üempo colocando números ordenadamente en un dispositivo mecánico y leyendo después
resultados sin sentido. Pero una vez más, se pueden presentar argumentos contrarios, es decir, que las
calculadoras pueden reducir el tedio del trabajo computacional.

No existe evidencia de que recordemos más cosas cuando las solucionamos por nosotros mis-

mos que cuando las consultamos. Incluso los "hechos matemáticos" se pueden aprender de forma acci-

dental, durante cualquier tipo de cálculo. Si nos parece importante averiguar que 14 x 14 = 196 y cal-

calamos o consultamos el resultado un par de veces en circunstancias en las que no estamos confusos,

entonces es probable que lo memoncemos sin esfuerzo alguno.

Cualquier cosa a la que nos enfrentemos durante el cálculo (siempre y cuando comprendamos
y pensemos en lo que estamos haciendo) se almacena con más facilidad en nuestra memoria y se

recuerda cuando vuelva a ser necesario, que cuando las metemos a la ñierza con ejercicios y memori-
zación.

Por desgracia, a los niños se les enseña cálculo memorizando, sin apenas comprensión y puede
parecer que hacen grandes progresos en las matemáticas mientras están aprendiendo así. También
muchos adultos pueden hacer lo mismo, con la simple suma y resta e incluso con la multiplicación y
la división. Entonces chocan con el muro de cristal.

CONSULTAR

Durante siglos, la única alternativa para realizar cálculos complejos por uno mismo consistía

en consultar lo que se estaba haciendo en tablas - tablas impresas en este caso, La impresión de tablas
fue uno de los primeros y más extendidos usos de la impresión, desde datos matemáticos de todo tipo

(cuadrados, raíces, logaritmos, raüos trigonométricas e interés compuesto) hasta el estado diario de las

mareas, las estrellas y los planetas.

Todavía se ensena la consulta de tablas matemáticas impresas, o al menos los estudiantes las

conocen, pero al igual que el uso de la regla de cálculo, probablemente sea un uso casi extinguido. Es
igual de probable que en la actualidad las tablas aparezcan en los ordenadores como en papel.

Curiosamente, las tablas que se supone que están "construidas" (o "programadas") en las cal-

Guiadoras y en los ordenadores en realidad no están ahí. Por el contrario, la calculadora averigua valo-

res específicos cuando se requiere. Los diseñadores de los dispositivos electrónicos tienen que hacer

esencialmente las mismas elecciones que hacemos todos en cuestiones matemáticas - si es más eco-

nómico almacenar hechos (con la carga en "memoria") o hallar lo que se requiera y cuando se requie-
ra (a costa de la rapidez). Por ejemplo, las tablas electrónicas de las mareas y las tablas de las raíces

cuadradas son elaboradas a partir de recetas, cocinadas mientras esperamos.
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El método del "tecleo"

Anteriormente señalé que los estudiantes pueden aprender cuando tratan de solucionar los

problemas por sí mismos, siempre y cuando no se distraigan con cálculos complicados. Una ventaja
de las calculadoras es que pueden realizar complicadas operaciones con rapidez - que normalmente se

acercan más a la vida real. Los libros de texto suelen emplear números fáciles pero poco realistas
("yn conductor recorre 5 Km. a una velocidad media de 70 Km. por hora"' cuando lo más realista sería

decú' "un conductor recorre 3,5 Km. a una velocidad media de 58,7 Km. por hora ). Apenas hace falta

un pequeño esfuerzo más en teclear unos dígitos extra en el teclado, sin embargo el resultado puede

parecer auténtico y así atraer al estudiante y prepararlo para las situaciones de la. vida real. El hecho

de que en los libros de texto siempre aparezcan números fáciles puede además propiciar que los alum-
nos se aventuren a realizar suposiciones aleatorias o inapropiadas sobre cuáles deberían de ser los

resultados correctos.

La consulta requiere una comprensión matemática tan prioritaria como si se estuviera resol-

viendo el problema en el papel, además del conocimiento del disposiüvo electrónico que se tenga que

usar. Incluso para saber cuánto es 14 x 14, es necesario saber cómo seleccionar en la calculadora el

modo de cálculo adecuado, conocer el orden en el que presionar las teclas correctas y saber cómo pedir

y leer el resultado que necesitamos. Algunas calculadoras científicas son especialmente difíciles de

usar. En ocasiones se pueden obtener los resultados que se buscan, correctamente, sin comprender las

matemáticas relacionadas con ellos o las implicaciones matemáticas de los resultados obtenidos. Pero

igualmente uno se puede encontrar en la misma situación calculando con lápiz y papel.

Existe un riesgo obvio con el uso de calculadoras y son los errores que pueden ocurrir cuan-

do la persona que está introduciendo los datos no puede monitorizar el cálculo que se está realizando.

Por ejemplo, en la caja de un supermercado, la cajera puede estar introduciendo códigos con el lector

electrónico a la vez que pesa productos, los mete en bolsas y charla con los clientes, mientras que el

ordenador va registrando automáticamente los artículos comprados, subtotales, totales, impuestos y los

imprime en un ticket detallado.

Tanto la cajera como el cliente pueden estar ajenos a los potenciales fallos que pueden ocurrir
cuando se emplean calculadoras en un supermercado. Aún así, los dispositivos electrónicos se usan en

todo tipo de contextos: médicos, judiciales, financieros, educativos y otros tantos contextos burocráü-

cos para almacenar, procesar y actuar sobre datos que en ningún momento habrán pasado ante los ojos

de ningún ser humano.
Apenas se enseñan ya en las escuelas cálculos complejos como divisiones largas o la obten-

ción de raíces cuadradas, porque resulta mucho más fácil y preciso realizarlas con calculadoras. No

está claro qué tipo de pérdida debe suponer para los estudiantes. Muchos estudiantes en el pasado se

dieron de bruces con el muro de cristal cuando se enfrentaron a las divisiones largas y muchos otros

aprendieron a realizar cálculos sin entender qué estaban haciendo. Los ordenadores y las calculadoras

solucionan problemas de forma rutinaria sobre interés compuesto que muy pocas personas podrían

haber averiguado en el pasado, y que entendían igual de poco entonces cuando consultaban las tablas

impresas como ahora cuando comprueban el resultado en el monitor.
Por ello, ¿es buena idea usar calculadoras y otros dispositivos electrónicos en clase? No trato

de defender el hecho de que las calculadoras sean siempre mejores o más necesarias. Pero un rechazo

pantano de su uso porque hacen la vida más fácil a los estudiantes no es una postura realista a partir
de la que evaluar el papel de los dispositivos electrónicos en el aula o el papel de las aulas en un mundo

informaüzado.
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dades "prácticas" puede que no sea igual en el caso del uso de calculadoras. Las calculadoras no tie-

nen porqué ocupar el puesto del pensamiento; normalmente es necesario comprender lo que se está
haciendo para teclear los números y los procedimientos adecuados.

Se supone que una segunda ventaja del cálculo práctico es el reconocimiento de errores. Es
más probable que nos demos cuenta de que hemos cometido un error o de que hemos obtenido un

resultado impreciso cuando ello sea parte de algo que estamos tratando de solucionar por nosotros

mismos, que cuando despreocupadamente lo leamos en la pantalla de un ordenador. Pero si sabemos

lo que estamos haciendo, el resultado que vemos en la calculadora nos puede parecer tan obviamente
irreal como ocurriría si lo obtuviéramos en el papel. Si hemos calculado que necesitamos 50 litros de

gasolina para recorrer unos cientos de küómetros con el coche familiar, igualmente reconoceremos si

hemos cometido un error cuando el resultado lo veamos en la ventana del ordenador o en una hoja de
papel.

Una tercera hipotética ventaja, que no se suele relacionar con las matemáücas, es la satisfac-

ción. Pasar media hora tratando de solucionar algo puede resultar mucho más interesante que pasar el

mismo Üempo colocando números ordenadamente en un dispositivo mecánico y leyendo después
resultados sin sentido. Pero una vez más, se pueden presentar argumentos contrarios, es decir, que las
calculadoras pueden reducir el tedio del trabajo computacional.

No existe evidencia de que recordemos más cosas cuando las solucionamos por nosotros mis-

mos que cuando las consultamos. Incluso los "hechos matemáticos" se pueden aprender de forma acci-

dental, durante cualquier tipo de cálculo. Si nos parece importante averiguar que 14 x 14 = 196 y cal-

calamos o consultamos el resultado un par de veces en circunstancias en las que no estamos confusos,

entonces es probable que lo memoncemos sin esfuerzo alguno.

Cualquier cosa a la que nos enfrentemos durante el cálculo (siempre y cuando comprendamos
y pensemos en lo que estamos haciendo) se almacena con más facilidad en nuestra memoria y se

recuerda cuando vuelva a ser necesario, que cuando las metemos a la ñierza con ejercicios y memori-
zación.

Por desgracia, a los niños se les enseña cálculo memorizando, sin apenas comprensión y puede
parecer que hacen grandes progresos en las matemáticas mientras están aprendiendo así. También
muchos adultos pueden hacer lo mismo, con la simple suma y resta e incluso con la multiplicación y
la división. Entonces chocan con el muro de cristal.

CONSULTAR

Durante siglos, la única alternativa para realizar cálculos complejos por uno mismo consistía

en consultar lo que se estaba haciendo en tablas - tablas impresas en este caso, La impresión de tablas
fue uno de los primeros y más extendidos usos de la impresión, desde datos matemáticos de todo tipo

(cuadrados, raíces, logaritmos, raüos trigonométricas e interés compuesto) hasta el estado diario de las

mareas, las estrellas y los planetas.

Todavía se ensena la consulta de tablas matemáticas impresas, o al menos los estudiantes las

conocen, pero al igual que el uso de la regla de cálculo, probablemente sea un uso casi extinguido. Es
igual de probable que en la actualidad las tablas aparezcan en los ordenadores como en papel.

Curiosamente, las tablas que se supone que están "construidas" (o "programadas") en las cal-

Guiadoras y en los ordenadores en realidad no están ahí. Por el contrario, la calculadora averigua valo-

res específicos cuando se requiere. Los diseñadores de los dispositivos electrónicos tienen que hacer

esencialmente las mismas elecciones que hacemos todos en cuestiones matemáticas - si es más eco-

nómico almacenar hechos (con la carga en "memoria") o hallar lo que se requiera y cuando se requie-
ra (a costa de la rapidez). Por ejemplo, las tablas electrónicas de las mareas y las tablas de las raíces

cuadradas son elaboradas a partir de recetas, cocinadas mientras esperamos.
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dieron de bruces con el muro de cristal cuando se enfrentaron a las divisiones largas y muchos otros

aprendieron a realizar cálculos sin entender qué estaban haciendo. Los ordenadores y las calculadoras

solucionan problemas de forma rutinaria sobre interés compuesto que muy pocas personas podrían

haber averiguado en el pasado, y que entendían igual de poco entonces cuando consultaban las tablas

impresas como ahora cuando comprueban el resultado en el monitor.
Por ello, ¿es buena idea usar calculadoras y otros dispositivos electrónicos en clase? No trato

de defender el hecho de que las calculadoras sean siempre mejores o más necesarias. Pero un rechazo

pantano de su uso porque hacen la vida más fácil a los estudiantes no es una postura realista a partir
de la que evaluar el papel de los dispositivos electrónicos en el aula o el papel de las aulas en un mundo

informaüzado.
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CAPÍTULO 13

Traspasar el muro de cristal

Aterrizar con un hidroavión es una empresa complicada. El avión necesita dos buenos flota-

dores que lo mantengan estable en la superficie del agua, pero resultan un estorbo cuando el piloto
debe de despegar. Los flotadores crearían tal resistencia cuando el avión intentase despegar que no

sería posible que se elevara, no importando la potencia a la que ftmcionaran los motores. La solución
es que se construya un "escalón" en la parte inferior de los flotadores de forma que cuando el avión

acelere en la superficie, los flotadores asciendan hasta que estén fuera del agua y el lastre quede sus-

tancialmente reducido. Una vez que el avión suba ese escalón", como diría el piloto, quedará libre de

agua y podrá ascender.
Los estudiantes tienen un problema similar cuando tratan de volar por las matemáticas. Antes

de despegar, notan con seguridad en la super&cie del lenguaje cotidiano y de los conceptos conocidos.

Pero para entrar en el mundo de las matemáticas deben liberarse del lastre del mundo físico, deben

subir ese escalón" y entrar libres en un entorno totalmente distinto.

Por desgracia, con frecuencia ocurre que los estudiantes están dispuestos a iniciar el vuelo -

sus motores rugen mientras se desplazan por la superficie - pero nunca logran despegar al espacio

matemático. Los estudiantes, y sus profesores, pueden pensar que el problema reside en el progreso
dentro del agua, pero el obstáculo real puede ser la incapacidad de abandonarla.

Ser práctico en las matemáticas

Nunca me ha parecido bien decir a los profesores lo que deberían de hacer (aunque no esca-

sean los individuos deseosos de hacerlo). La razón práctica de mi negativa a recomendar determina-
das actividades, procedimientos, métodos y materiales es la conclusión a la que he llegado de que las

matemáticas no deberían enseñarse como una secuencia de explicaciones, ejercicios y exámenes pre-

empaquetados. No existen las panaceas ni las recetas milagrosas.
Muchos profesores tienen poca libertad a la hora de elegir los materiales que usar y el curri-

culum que seguir. Aún así, su mayor preocupación debería ser siempre comprender la situación mate-

mática en la que se encuentra el alumno. La cuestión no es tanto lo que el profesor (o el libro de texto)

está tratando de enseñar como lo que el estudiante está aprendiendo. Si el estudiante está aprendiendo

erróneamente que las matemáücas son conñisas o una amenaza, o que siempre estarán más aüá de sus

posibilidades, obviamente este no es el tipo de aprendizaje deseado. Tampoco es deseable que se
aprendan las matemáticas como un conjunto de procedimientos rituales y hechos inconexos. El pro-
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pósito del aprendizaje debe ser que el estudiante pueda pensar como un matemático y que demande
oportunidades de explorar y evolucionar desde un punto de vista matemático.

Comprender las matemáticas

Cuando uso la frase "comprender las matemáticas ; , no me refiero a relacionar el conocimiento

y los procedimientos matemáticos con el "mundo real". Se pueden realizar muchos cálculos prácticos

sin comprender las matemáticas implícitas en ellos, al igual que se puede conducir un coche sin saber
de mecánica. El estudiante puede realizar algunos movimientos matemáticos, incluso puede producir

"respuestas correctas", sobre todo después de haber realizado multitud de ejercicios, sin ser capaz de

generalizar o de comprender por qué se cometen fallos.
La alternativa, "comprender las matemáticas", significa una apreciación de la importante red

de relaciones matemáticas, los modelos numéricos que determinan y justifican las aplicaciones.

Comparado con un niño que puede producir el "hecho matemático" relevante de que 7 + 6 = 13, otro
niño que comprenda que 7 + 6 es la misma relación matemática que 10 + 3, ha aprendido a pensar

matemáücamente.

Se piensa que los estudiantes que sean capaces de realizar simples actividades de recuento y

computación están demostrando inventiva, creatividad, exploración y descubrimientos matemáticos.

Por desgracia, esto puede suponer una desilusión tanto para ellos como para los profesores. Tener éxito
en los ejercicios de contar y sumar (deslizándose por la superficie del lenguaje y de los conceptos

conocidos) no significa que hayan aprendido nada matemático (no han despegado). Que tengan éxito
en los ejercicios no significa que los niños hayan aprendido lo que los profesores suponen - es posi-
ble que estén haciendo algo totalmente distinto. Y finalmente, que tengan éxito con estos ejercicios

iniciales no quiere decu' que estén desarrollando una base útil para un posterior progreso en matemá-

ticas. Todo lo contrario; veremos que lo que los niños han aprendido involuntariamente puede haber-
se inculcado tan proñmdamente que estarán fatalmente incapacitados para dar sentido a posteriores

relaciones con números.

Aprender matemáticas

Cualquiera puede aprender a entender y disfrutar de las matemáticas - siempre que sean capa-

ees de traspasar el muro de cristal y de que nada vaya mal. Esta es mi premisa. Pero primero debería

aclarar qué quiero decir con aprender matemáticas .
En primer lugar, no quiero decir aprender todo sobre las matemáücas. Nadie sabe todo de las

matemáticas, y son muy pocos los que necesitan saber lo que saben los matemáticos, al menos no con

la misma profundidad.
Y aprender matemáticas no puede significar aprender todo lo incluido en un curriculum en par-

ticular, concebido casi con seguridad como un compromiso ilusorio a cargo de un grupo de personas

alejadas de los profesores y de los alumnos que son los directamente afectados. Especificar algo en un

curriculum no significa que se pueda enseñar, aprender o comprender con facilidad. Y cumplir con los

objetivos de un curriculum no es garantía de que nazca un futuro matemáüco. Un curriculum es un

proyecto de aprendizaje, no e] mapa que señala la mejor ruta para llegar a las matemáticas. Los obje-

üvos, o los estándares, cumculares pueden ser distracciones más que acontecimientos importantes.
El énfasis en el uso de la comprensión es explícito en el curriculum "práctico" que se supone

que refleja las tínecesidades1' de la mayoría de los estudiantes en su vida diaria más que en un curri-

culum que sirve a una "minoría diminuta" que desearía obtener mejores notas.7'1 La condescendiente

76.- El ejemplo lo he lomado del Curriculum nacional británico, discutido por GREER. y MULHERM (1989)

dicotomía entre una masa esencialmente no matemática y una pequeña pero elitista minoría es

peligrosa. La idea de que la mayoría quedaría servida con un lote de destrezas más que con una pro-
ñjnda comprensión matemática sería el último efecto del cierre del mundo matemático a la mayoría

de las personas, incluso a aquellos que desearían elegir alguna de las profesiones que emplean proce-
dimientos tecnológicos o estadísticos.

Ser matemático es un estado mental más que un repertorio de destrezas y de conocimiento.
Convertirse en matemático sería una iniciación, una afirmación, una entrada a un club77 que está abier-

to a todos los estudiantes, no importa lo limitado de su experiencia. A los matemáticos se les distin-

gue por su constante disponibilidad para aprender más sobre las matemáticas; están abiertos a las expe-
riendas matemáticas, no tienen miedo al entorno matemático y demuestran una continua fascinación

por ]a relación entre los números.

La esencia del aprendizaje de las matemáticas tiene que ser la continuidad, cerrar más que
abrir. El aprendizaje en sí es continuo; tiene lugar a lo largo del tiempo. La falta de tiempo interfiere
en el aprendizaje de las cosas que de otro modo se aprenderían con facilidad si hubiera menos prisas.'"

Es mucho mejor para el estudiante acomodarse en una cabeza de puente segura que esperar a conse-
guir objetivos arbitrarios de acuerdo con plazos arbitrarios.

¿Cuántas matemáticas se suponen que deben aprender las personas? Unos pocos se converü-

rán en virtuosos con relativa rapidez. Otros pocos lucharán por conseguir pequeños logros. Muchos

estarán entre ambos extremos. Lo importante no es cuántas matemáticas se pueden aprender en una
determinada cantidad de tiempo, sino la disponibilidad y las oportunidades que el estudiante tenga

para explorar las matemáticas de una forma interesante y libre de estrés.7'

¿Por qué todo el mundo puede aprender matemáticas?

El aprendizaje es una actividad natural e irrefrenable del cerebro humano y todos tenemos el

mismo tipo de cerebro. No todos alcanzaremos el mismo nivel de pericia - diferimos en las capacida-

des generales, la energía, la determinación, los intereses y la experiencia - ni tampoco aprenderemos

al mismo ritmo. Pero cualquier cosa que una persona pueda aprender lo pueden aprender las demás,

al menos hasta cierto punto.

Las matemáticas no vienen en los genes, ni están engarzadas en las células del cerebro; no han
existido el suficiente tiempo en la historia del ser humano. No podemos conseguir matemáticas de

otro ser humano a través de una transfusión. Las matemáticas son una combinación del descubrimiento

y la invención humanos. Si podemos aprender cualquier cosa, podemos aprender matemáücas. Si que-

remos aprender, o pensamos que podemos aprender, es otro asunto. Todo el mundo puede aprender

aptitudes negativas. Todo el mundo puede aprender fobias.

En realidad, no podemos evitar aprender. El problema con la enseñanza formal no es que los

estudiantes aprendan o no, es lo que aprenden. Está en la naturaleza del cerebro humanó buscar las tres
C - consistencia, coherencia y consenso - en todas las situaciones. Si los estudiantes se enfrentan a

las matemáticas en circunstancias que les resultan inconsistentes, incoherentes y polémicas, eso es lo

que aprenderán de las matemáticas.
Que los estudiantes están aprendiendo, a veces de lo más üresolutamente, es evidente en la

mventiva que muestran, incluso cuando todo les sale mal. Como demostraré brevemente, los niños que

se enfrentan a las mayores dificultades son los que inventan las estrategias más ingeniosas.

La inventiva puede ser el "escalón" que suben los estudiantes por encima de las limitaciones
del mundo físico y del lenguaje natural para entrar en el cielo abierto de las matemáticas. Los estu-

77 - El aigumeolo se desarrolla eu Toinmg the Líteracy Club (SMTIH, 1988) y The book ofLeaniine and Foieetüng (SMTTH, 199B)

78 - Ver "Jusl ct Mcttter ofFime" (SMTTH, 2001),
79 - Podriu proponer argumeutos similares para el aprendizaje de la música, la navegaaóu, un idioma o la astronomía- Lo que importa no es la cantídad
de superficie cubiena sino los caminos que se abren.
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oportunidades de explorar y evolucionar desde un punto de vista matemático.

Comprender las matemáticas

Cuando uso la frase "comprender las matemáticas ; , no me refiero a relacionar el conocimiento

y los procedimientos matemáticos con el "mundo real". Se pueden realizar muchos cálculos prácticos

sin comprender las matemáticas implícitas en ellos, al igual que se puede conducir un coche sin saber
de mecánica. El estudiante puede realizar algunos movimientos matemáticos, incluso puede producir

"respuestas correctas", sobre todo después de haber realizado multitud de ejercicios, sin ser capaz de

generalizar o de comprender por qué se cometen fallos.
La alternativa, "comprender las matemáticas", significa una apreciación de la importante red

de relaciones matemáticas, los modelos numéricos que determinan y justifican las aplicaciones.

Comparado con un niño que puede producir el "hecho matemático" relevante de que 7 + 6 = 13, otro
niño que comprenda que 7 + 6 es la misma relación matemática que 10 + 3, ha aprendido a pensar

matemáücamente.

Se piensa que los estudiantes que sean capaces de realizar simples actividades de recuento y

computación están demostrando inventiva, creatividad, exploración y descubrimientos matemáticos.

Por desgracia, esto puede suponer una desilusión tanto para ellos como para los profesores. Tener éxito
en los ejercicios de contar y sumar (deslizándose por la superficie del lenguaje y de los conceptos

conocidos) no significa que hayan aprendido nada matemático (no han despegado). Que tengan éxito
en los ejercicios no significa que los niños hayan aprendido lo que los profesores suponen - es posi-
ble que estén haciendo algo totalmente distinto. Y finalmente, que tengan éxito con estos ejercicios

iniciales no quiere decu' que estén desarrollando una base útil para un posterior progreso en matemá-

ticas. Todo lo contrario; veremos que lo que los niños han aprendido involuntariamente puede haber-
se inculcado tan proñmdamente que estarán fatalmente incapacitados para dar sentido a posteriores

relaciones con números.

Aprender matemáticas

Cualquiera puede aprender a entender y disfrutar de las matemáticas - siempre que sean capa-

ees de traspasar el muro de cristal y de que nada vaya mal. Esta es mi premisa. Pero primero debería

aclarar qué quiero decir con aprender matemáticas .
En primer lugar, no quiero decir aprender todo sobre las matemáücas. Nadie sabe todo de las

matemáticas, y son muy pocos los que necesitan saber lo que saben los matemáticos, al menos no con

la misma profundidad.
Y aprender matemáticas no puede significar aprender todo lo incluido en un curriculum en par-

ticular, concebido casi con seguridad como un compromiso ilusorio a cargo de un grupo de personas

alejadas de los profesores y de los alumnos que son los directamente afectados. Especificar algo en un

curriculum no significa que se pueda enseñar, aprender o comprender con facilidad. Y cumplir con los

objetivos de un curriculum no es garantía de que nazca un futuro matemáüco. Un curriculum es un

proyecto de aprendizaje, no e] mapa que señala la mejor ruta para llegar a las matemáticas. Los obje-

üvos, o los estándares, cumculares pueden ser distracciones más que acontecimientos importantes.
El énfasis en el uso de la comprensión es explícito en el curriculum "práctico" que se supone

que refleja las tínecesidades1' de la mayoría de los estudiantes en su vida diaria más que en un curri-

culum que sirve a una "minoría diminuta" que desearía obtener mejores notas.7'1 La condescendiente

76.- El ejemplo lo he lomado del Curriculum nacional británico, discutido por GREER. y MULHERM (1989)

dicotomía entre una masa esencialmente no matemática y una pequeña pero elitista minoría es

peligrosa. La idea de que la mayoría quedaría servida con un lote de destrezas más que con una pro-
ñjnda comprensión matemática sería el último efecto del cierre del mundo matemático a la mayoría

de las personas, incluso a aquellos que desearían elegir alguna de las profesiones que emplean proce-
dimientos tecnológicos o estadísticos.

Ser matemático es un estado mental más que un repertorio de destrezas y de conocimiento.
Convertirse en matemático sería una iniciación, una afirmación, una entrada a un club77 que está abier-

to a todos los estudiantes, no importa lo limitado de su experiencia. A los matemáticos se les distin-

gue por su constante disponibilidad para aprender más sobre las matemáticas; están abiertos a las expe-
riendas matemáticas, no tienen miedo al entorno matemático y demuestran una continua fascinación

por ]a relación entre los números.

La esencia del aprendizaje de las matemáticas tiene que ser la continuidad, cerrar más que
abrir. El aprendizaje en sí es continuo; tiene lugar a lo largo del tiempo. La falta de tiempo interfiere
en el aprendizaje de las cosas que de otro modo se aprenderían con facilidad si hubiera menos prisas.'"

Es mucho mejor para el estudiante acomodarse en una cabeza de puente segura que esperar a conse-
guir objetivos arbitrarios de acuerdo con plazos arbitrarios.

¿Cuántas matemáticas se suponen que deben aprender las personas? Unos pocos se converü-

rán en virtuosos con relativa rapidez. Otros pocos lucharán por conseguir pequeños logros. Muchos

estarán entre ambos extremos. Lo importante no es cuántas matemáticas se pueden aprender en una
determinada cantidad de tiempo, sino la disponibilidad y las oportunidades que el estudiante tenga

para explorar las matemáticas de una forma interesante y libre de estrés.7'

¿Por qué todo el mundo puede aprender matemáticas?

El aprendizaje es una actividad natural e irrefrenable del cerebro humano y todos tenemos el

mismo tipo de cerebro. No todos alcanzaremos el mismo nivel de pericia - diferimos en las capacida-

des generales, la energía, la determinación, los intereses y la experiencia - ni tampoco aprenderemos

al mismo ritmo. Pero cualquier cosa que una persona pueda aprender lo pueden aprender las demás,

al menos hasta cierto punto.

Las matemáticas no vienen en los genes, ni están engarzadas en las células del cerebro; no han
existido el suficiente tiempo en la historia del ser humano. No podemos conseguir matemáticas de

otro ser humano a través de una transfusión. Las matemáticas son una combinación del descubrimiento

y la invención humanos. Si podemos aprender cualquier cosa, podemos aprender matemáücas. Si que-

remos aprender, o pensamos que podemos aprender, es otro asunto. Todo el mundo puede aprender

aptitudes negativas. Todo el mundo puede aprender fobias.

En realidad, no podemos evitar aprender. El problema con la enseñanza formal no es que los

estudiantes aprendan o no, es lo que aprenden. Está en la naturaleza del cerebro humanó buscar las tres
C - consistencia, coherencia y consenso - en todas las situaciones. Si los estudiantes se enfrentan a

las matemáticas en circunstancias que les resultan inconsistentes, incoherentes y polémicas, eso es lo

que aprenderán de las matemáticas.
Que los estudiantes están aprendiendo, a veces de lo más üresolutamente, es evidente en la

mventiva que muestran, incluso cuando todo les sale mal. Como demostraré brevemente, los niños que

se enfrentan a las mayores dificultades son los que inventan las estrategias más ingeniosas.

La inventiva puede ser el "escalón" que suben los estudiantes por encima de las limitaciones
del mundo físico y del lenguaje natural para entrar en el cielo abierto de las matemáticas. Los estu-

77 - El aigumeolo se desarrolla eu Toinmg the Líteracy Club (SMTIH, 1988) y The book ofLeaniine and Foieetüng (SMTTH, 199B)

78 - Ver "Jusl ct Mcttter ofFime" (SMTTH, 2001),
79 - Podriu proponer argumeutos similares para el aprendizaje de la música, la navegaaóu, un idioma o la astronomía- Lo que importa no es la cantídad
de superficie cubiena sino los caminos que se abren.
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diantes deben colocar en primer lugar su imaginación, y desde luego que luchan por hacerlo. Los niños

a veces dan respuestas correctas por razones equivocadas y cuando dan respuestas incorrectas, sus

errores son sistemáticos. Más adelante ofreceremos ejemplos de la inventiva del estudiante, tanto
correcta" como incorrecta".

Como ya he dicho, cualquiera puede aprender a comprender y a disfrutar de las matemáticas

siempre y cuando nada vaya mal. Y nada irá mal siempre que se cumplan cuatro condiciones esencia-
les. Estas condiciones se pueden expresar de una manera tan sucinta que las voy a ofrecer en una breve
lista:

Cuatro condiciones esenciales para aprender matemáticas

1. las matemáticas deben ser interesantes y comprensibles
2. no exisürá el miedo a las matemáticas

3. no se aprenderán las cosas que no sean apropiadas
4. habrá tiempo suficiente

1. Interés y comprensión. La primera condición esencial para aprender es fácil de expresar

pero no siempre fácil de conseguir en el aula, ni incluso a través del estudio individual. La situación

en la que debe tener lugar el aprendizaje debe ser interesante y comprensible.
No quiere decir que el material aburrido e incomprensible sea más difícil de aprender. Lo que

se aprende es que el material es aburrido e incomprensible, no importa lo fascinante o claro que otros

te digan que es, o lo útil que será que se aprenda.
El interés nos acerca a una situación; llama nuestra atención y centra la imaginación. La com-

prensión proporciona los nexos que nos permiten acercar lo nuevo a lo que ya conocemos. Con el abu-

rrimiento no existe interés, y ante la incomprensión existe aversión. Algunos profesores y diseñadores

cumculares parecen pensar que el abummiento y la confusión son problema del alumno, como si el
aprendizaje pudiera tener lugar si el alumno lo intentara con más fuerza. Y ciertamente, el aburri-

miento y la falta de comprensión son enormes problemas ante los que se enfrenta el profesor al ense-

ñar una asignatura, no importa lo que los alumnos piensen de ella.80

Pero por desgracia, hacer que el material sea interesante y comprensible es el papel del profe-
sor. Los estudiantes aprenden lo que experimentan. Y eso comienza con la lección más importante de

todas, el aprendizaje del miedo.

2. Aprender a temer. El miedo es la primera de las cosas inadecuadas que no debe aprender-

se si queremos traspasar el muro de cristal. Nadie ha nacido temiendo a las matemáticas - o conside-

rondólas aburridas, incomprensibles o difíciles. La experiencia nos enseña a qué deberíamos de temer,

al igual que nos enseña lo que no podemos hacer.
A veces obtenemos esa experiencia negativa de primera mano. Nos encontramos en situacio-

nes en las que tenemos miedo - tal vez, por ejemplo, porque creemos que ante los resultados de un
examen nos sentiremos incompetentes e incluso humillados. No es difícil hacer que una persona se

sienta incómoda e inepta, especialmente a un niño que no tiene control sobre las situaciones que le

superan. Una de las formas más fáciles y comunes de crear ansiedad es el uso frecuente de exámenes,

diseñados especialmente para descubrir donde están "fallando" los alumnos, de forma que puedan ser

conscientes de su falta de comprensión.

Pero es igualmente fácil y bastante más común que las personas, especiaünente los niños, ten-

gan miedo del modo en que ellos ven que los demás se comportan. Los profesores y los padres que

80.- Por supuesto, muchos niños y jóvenes declainn que UDd situación es abumda como fonna de expresar su falUi de deseo por seguir el plan escable-
cido. Por desgracia, lo que pervive es que enseñar algo que parece aburrido, incluso sin malicia alguna, demuestra solamente que ]a asignacura es abu-

nida (y que la malicia surte efecto). El problema no es que los estudian les seuieguen a demostrar interés solamenle polque queremos que lo demuescren,
pero el siscema educativo con frecuencin exige (o al menos espera) que los profesores ensefien y los alumnos aprendan en situaciones que son para ambos
abumdns y froslrunles.
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piensan que las matemáticas son aburridas o incomprensibles trasladan esas sensaciones al niño. Los

profesores y los padres que temen exponerse a las matemáticas fácilmente trasladan ese miedo. Los

niños no aprenden necesariamente lo que nosotros pensamos que les estamos enseñando, sino que son
más proclives a aprender lo que inconscientemente demostramos."

3. Aprender cosas inapropiadas. Uno puede aprender cosas inapropiadas sobre uno mismo - o

sobre las matemáticas. Lo más inapropiado que se puede aprender sobre uno mismo es que uno no

puede hacer matemáticas. Lo más inapropiado que se puede aprender sobre las matemáticas es que son
aburridas, extrañas, desconcertantes y causantes de ansiedad - se ha ido más attá del territorio fami-

liar del lenguaje, pero todavía no se siente a gusto en el mundo de las matemáücas. Se está empujan-

do al muro de cristal.
Todavía se pueden aprender otras muchas cosas inapropiadas sobre las matemáücas, comen-

zando por la extendida convicción de que las matemáticas se centran en el recuento, y se extienden a

malentendidos como la creencia de que la suma y la mulüplicación siempre tienen como resultado

números mayores, o que las fracciones deben tratarse de forma diferente a los números enteros.

Proporcionaré más datos a continuación.
Dichos malentendidos pueden resultar peligrosos cuando la enseñanza une las matemáticas

con operaciones que se realizan con "objetos familiares en situaciones auténticas , usando el len-

guaje cotidiano. Enseñar de esta manera puede permiür que los alumnos realicen aparentes progresos

en la superficie, pero nunca les permitirá subir el escalón para despegar hacia el reino de las matemá-
ticas."

4. Tiempo. El aprendizaje no puede forzarse. Las matemáticas no son algo que se puedan
aprender deprisa, sobretodo si el estudiante las encuentra confusas y difíciles. Es absurdo esperar que

todo el mundo aprenda al mismo ritmo, aunque las limitaciones de los acercamientos educativos actua-

les ponen en una tesitura temporal a los profesores y a los alumnos. Los estudiantes que se quedan

"rezagados" a duras penas pueden ponerse al día, y la tarea resulta mucho más ardua en estos casos.

Los alumnos más débiles son los que más deberes üenen. Tienen más que aprender, menos tiempo,

menos éxito, y menos incentivos que los estudiantes que pueden avanzar más rápidamente. La distan-

cia entre estudiantes que son buenos en matemáücas y aquellos que no lo son es cada vez mayor con-

forme se va avanzando en el sistema educativo.

Y en el momento de hacer un examen, los estudiantes que piensan que no tienen tiempo sufi-

cíente son los que tienen mayor probabilidad de dejarse llevar por el pánico y no poder pensar cons-

tructivamente.

EXTRAER DE LA MENTE MATEMÁTICA

El constructivismo como teoría psicológica afirma que el conocimiento - y por lo tanto, la

comprensión - no es una propiedad del mundo físico, sino algo que debe construir cada individuo. Las

explicaciones no crean conocimiento ni comprensión. Todo lo que sabemos y pensamos debe cons^

81.- No es soqireiidente que los estudiauies i;on "msiedud anle las matemámaí' sieDten leiisiÓD, pánico e innunenlc crisis cuando enben a mía clase de

matemáticas, minando asi su inleiés y sus resullados. KARAN SMTIH (2000)Tesmne las úlümas uiveságnciones eii un mfonne sobre un curso de inicio de

álgebra que combmaba la eiiseñama troditíond con una ayuda "rio frarfitíonaf'para estudiaiues con uctíLudesnegadvas ante las muemádcns y ^^^
mismos. Cuuido se tuvieron en cuenta los situacioues ineslables, muchos de los estudianles conlaron que se seulían menos ansiosos cou [especio a sus

capacidades pura eaft-eutarse a las matematicus y mis confiados üon el aprendizaje.

82.- ¿Porqué algunos uiuos que son inteligenles muestran escasos reaulíados en las malemáuces escolares? GINSBURG Y ALLAMIICE (184) demoso-aron
que In principal causa era la falta de comprensióu de las matemácicBS y de la euseflanza de las malemáücas, Los muos habían adaptado o aprcnílkki pm-
cedimientos o principios mcorrectos - lo que los autores llamaion "lagimas, üpriíudes y fá¡los informales" (p.2W) La mvesligacióu mostró que esos
niño¡pensabiu que las matemáticas erm arbitrarias y hacían elecciones ul azar debido a] pánico o la ansiedad. Tenían problemas con IB ensenauzaylos
exnme-nes rigurosos, los tentós confusos y sufrían desánimo aule el pensamienlo independiente y los estilos idiosincrfaicos. Los aulores concluyeron

"estos mños no nenen problemas cognitivos, la educmión que han recibido es pobre .
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diantes deben colocar en primer lugar su imaginación, y desde luego que luchan por hacerlo. Los niños

a veces dan respuestas correctas por razones equivocadas y cuando dan respuestas incorrectas, sus

errores son sistemáticos. Más adelante ofreceremos ejemplos de la inventiva del estudiante, tanto
correcta" como incorrecta".

Como ya he dicho, cualquiera puede aprender a comprender y a disfrutar de las matemáticas

siempre y cuando nada vaya mal. Y nada irá mal siempre que se cumplan cuatro condiciones esencia-
les. Estas condiciones se pueden expresar de una manera tan sucinta que las voy a ofrecer en una breve
lista:

Cuatro condiciones esenciales para aprender matemáticas

1. las matemáticas deben ser interesantes y comprensibles
2. no exisürá el miedo a las matemáticas

3. no se aprenderán las cosas que no sean apropiadas
4. habrá tiempo suficiente

1. Interés y comprensión. La primera condición esencial para aprender es fácil de expresar

pero no siempre fácil de conseguir en el aula, ni incluso a través del estudio individual. La situación

en la que debe tener lugar el aprendizaje debe ser interesante y comprensible.
No quiere decir que el material aburrido e incomprensible sea más difícil de aprender. Lo que

se aprende es que el material es aburrido e incomprensible, no importa lo fascinante o claro que otros

te digan que es, o lo útil que será que se aprenda.
El interés nos acerca a una situación; llama nuestra atención y centra la imaginación. La com-

prensión proporciona los nexos que nos permiten acercar lo nuevo a lo que ya conocemos. Con el abu-

rrimiento no existe interés, y ante la incomprensión existe aversión. Algunos profesores y diseñadores

cumculares parecen pensar que el abummiento y la confusión son problema del alumno, como si el
aprendizaje pudiera tener lugar si el alumno lo intentara con más fuerza. Y ciertamente, el aburri-

miento y la falta de comprensión son enormes problemas ante los que se enfrenta el profesor al ense-

ñar una asignatura, no importa lo que los alumnos piensen de ella.80

Pero por desgracia, hacer que el material sea interesante y comprensible es el papel del profe-
sor. Los estudiantes aprenden lo que experimentan. Y eso comienza con la lección más importante de

todas, el aprendizaje del miedo.

2. Aprender a temer. El miedo es la primera de las cosas inadecuadas que no debe aprender-

se si queremos traspasar el muro de cristal. Nadie ha nacido temiendo a las matemáticas - o conside-

rondólas aburridas, incomprensibles o difíciles. La experiencia nos enseña a qué deberíamos de temer,

al igual que nos enseña lo que no podemos hacer.
A veces obtenemos esa experiencia negativa de primera mano. Nos encontramos en situacio-

nes en las que tenemos miedo - tal vez, por ejemplo, porque creemos que ante los resultados de un
examen nos sentiremos incompetentes e incluso humillados. No es difícil hacer que una persona se

sienta incómoda e inepta, especialmente a un niño que no tiene control sobre las situaciones que le

superan. Una de las formas más fáciles y comunes de crear ansiedad es el uso frecuente de exámenes,

diseñados especialmente para descubrir donde están "fallando" los alumnos, de forma que puedan ser

conscientes de su falta de comprensión.

Pero es igualmente fácil y bastante más común que las personas, especiaünente los niños, ten-

gan miedo del modo en que ellos ven que los demás se comportan. Los profesores y los padres que

80.- Por supuesto, muchos niños y jóvenes declainn que UDd situación es abumda como fonna de expresar su falUi de deseo por seguir el plan escable-
cido. Por desgracia, lo que pervive es que enseñar algo que parece aburrido, incluso sin malicia alguna, demuestra solamente que ]a asignacura es abu-

nida (y que la malicia surte efecto). El problema no es que los estudian les seuieguen a demostrar interés solamenle polque queremos que lo demuescren,
pero el siscema educativo con frecuencin exige (o al menos espera) que los profesores ensefien y los alumnos aprendan en situaciones que son para ambos
abumdns y froslrunles.
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piensan que las matemáticas son aburridas o incomprensibles trasladan esas sensaciones al niño. Los

profesores y los padres que temen exponerse a las matemáticas fácilmente trasladan ese miedo. Los

niños no aprenden necesariamente lo que nosotros pensamos que les estamos enseñando, sino que son
más proclives a aprender lo que inconscientemente demostramos."

3. Aprender cosas inapropiadas. Uno puede aprender cosas inapropiadas sobre uno mismo - o

sobre las matemáticas. Lo más inapropiado que se puede aprender sobre uno mismo es que uno no

puede hacer matemáticas. Lo más inapropiado que se puede aprender sobre las matemáticas es que son
aburridas, extrañas, desconcertantes y causantes de ansiedad - se ha ido más attá del territorio fami-

liar del lenguaje, pero todavía no se siente a gusto en el mundo de las matemáücas. Se está empujan-

do al muro de cristal.
Todavía se pueden aprender otras muchas cosas inapropiadas sobre las matemáücas, comen-

zando por la extendida convicción de que las matemáticas se centran en el recuento, y se extienden a

malentendidos como la creencia de que la suma y la mulüplicación siempre tienen como resultado

números mayores, o que las fracciones deben tratarse de forma diferente a los números enteros.

Proporcionaré más datos a continuación.
Dichos malentendidos pueden resultar peligrosos cuando la enseñanza une las matemáticas

con operaciones que se realizan con "objetos familiares en situaciones auténticas , usando el len-

guaje cotidiano. Enseñar de esta manera puede permiür que los alumnos realicen aparentes progresos

en la superficie, pero nunca les permitirá subir el escalón para despegar hacia el reino de las matemá-
ticas."

4. Tiempo. El aprendizaje no puede forzarse. Las matemáticas no son algo que se puedan
aprender deprisa, sobretodo si el estudiante las encuentra confusas y difíciles. Es absurdo esperar que

todo el mundo aprenda al mismo ritmo, aunque las limitaciones de los acercamientos educativos actua-

les ponen en una tesitura temporal a los profesores y a los alumnos. Los estudiantes que se quedan

"rezagados" a duras penas pueden ponerse al día, y la tarea resulta mucho más ardua en estos casos.

Los alumnos más débiles son los que más deberes üenen. Tienen más que aprender, menos tiempo,

menos éxito, y menos incentivos que los estudiantes que pueden avanzar más rápidamente. La distan-

cia entre estudiantes que son buenos en matemáücas y aquellos que no lo son es cada vez mayor con-

forme se va avanzando en el sistema educativo.

Y en el momento de hacer un examen, los estudiantes que piensan que no tienen tiempo sufi-

cíente son los que tienen mayor probabilidad de dejarse llevar por el pánico y no poder pensar cons-

tructivamente.

EXTRAER DE LA MENTE MATEMÁTICA

El constructivismo como teoría psicológica afirma que el conocimiento - y por lo tanto, la

comprensión - no es una propiedad del mundo físico, sino algo que debe construir cada individuo. Las

explicaciones no crean conocimiento ni comprensión. Todo lo que sabemos y pensamos debe cons^

81.- No es soqireiidente que los estudiauies i;on "msiedud anle las matemámaí' sieDten leiisiÓD, pánico e innunenlc crisis cuando enben a mía clase de

matemáticas, minando asi su inleiés y sus resullados. KARAN SMTIH (2000)Tesmne las úlümas uiveságnciones eii un mfonne sobre un curso de inicio de

álgebra que combmaba la eiiseñama troditíond con una ayuda "rio frarfitíonaf'para estudiaiues con uctíLudesnegadvas ante las muemádcns y ^^^
mismos. Cuuido se tuvieron en cuenta los situacioues ineslables, muchos de los estudianles conlaron que se seulían menos ansiosos cou [especio a sus

capacidades pura eaft-eutarse a las matematicus y mis confiados üon el aprendizaje.

82.- ¿Porqué algunos uiuos que son inteligenles muestran escasos reaulíados en las malemáuces escolares? GINSBURG Y ALLAMIICE (184) demoso-aron
que In principal causa era la falta de comprensióu de las matemácicBS y de la euseflanza de las malemáücas, Los muos habían adaptado o aprcnílkki pm-
cedimientos o principios mcorrectos - lo que los autores llamaion "lagimas, üpriíudes y fá¡los informales" (p.2W) La mvesligacióu mostró que esos
niño¡pensabiu que las matemáticas erm arbitrarias y hacían elecciones ul azar debido a] pánico o la ansiedad. Tenían problemas con IB ensenauzaylos
exnme-nes rigurosos, los tentós confusos y sufrían desánimo aule el pensamienlo independiente y los estilos idiosincrfaicos. Los aulores concluyeron

"estos mños no nenen problemas cognitivos, la educmión que han recibido es pobre .
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unirse y evaluarse en nuestra mente. Esto no significa que podamos crear cualquier tipo de conoci-

miento que queramos - normalmente (aunque no siempre) evaluamos nuestras teorías con respecto a
nuestra experiencia y a las teorías de los demás. Buscamos la coherencia, la consistencia y el consen-

so. Pero el conocimiento no se puede colocar en la mente de nadie. Debe provenir de la visión y la

reflexión, incluso cuando estamos pensando en algo que nos han dicho."

La postura constructivista dice que la comprensión matemática no es algo que se pueda expli-

car a los niños, ni es una propiedad de los objetos o de otros aspectos del mundo físico. Por el contra-
rio, los niños deben "reinventar" las matemáticas, en situaciones análogas a aquellas en las que se

inventaron o descubrieron por primera vez los aspectos relevantes de las matemáticas. Deben construir

las matemáticas por sí mismos, usando las mismas herramientas y actitudes mentales que emplean
para construir la comprensión del lenguaje que escuchan a su alrededor.

Por ejemplo, Constance Kamii, líder en la enseñanza constmctivista de las matemáticas,

defiende que la suma no üene porqué enseñarse. Los niños de los primeros cursos de primaria pueden
construir el conocimiento matemático lógico relevante por sí mismos cuando están implicados en acti-

vidades tales como igualar pequeños grupos de cuantíficadores. Kamii quiere que los niños aprendan
a través de su propio pensamiento, no a partir de "hechos", cuando están implicados en situaciones de

la vida diaria, en votar y en juegos de mesa y de dados, así como en discusiones sobre problemas com-
putacionales.

Kamii es autora de tres libros titulados Young Children Reinvent Arithmetic (o Young
Children continué to Reinvent Arithmeüc)84. Antigua alumna y colega de Jean Piaget, demuestra cómo

el dominio de los números y las operaciones numéricas pueden desarrollarse espontáneamente con la

progresión del "pensamiento científico" de los niños. Y el pensamiento lógico y científico - argumenta
- surge de la abstracción reflexiva de sus propias acciones. Karrui recomienda que los niños debieran

de ser autónomos en su aprendizaje, deberíamos estimularlos para que piensen; además ella insiste en

la importancia de la interacción social. Es posible que sean necesarias las ideas conñicüvas, al igual
que las respuestas incorrectas si se desea que se obtengan niveles altos áe comprensión. Se muestra

muy críüca con los trucos" y los "algoritmos" que se enseñan sin preocuparse por su comprensión,

como decir a los niños que calculen una media añadiendo en primer lugar los números relevantes o
que multipliquen 80 x 8 multiplicando pnrnero 8 x 8 y después anadiéndole un cero, cuando ni siquie-
ra le encuentran sentido a los pasos iniciales.Bs

Ello no significa que los niños debatí de abandonarse a su libre albedno para que recapitulen

5000 años de historia matemática, incluyendo todos los movimientos en falso y los pasadizos ciegos.

Pero sí se afirma que los niños pueden y deben inventar las matemáticas por sí mismos sí se les dan

las oportunidades para experimentar y reflexionar de forma relevante.

HACER LAS MATEMÁTICAS DIFÍCILES

Aprender algo que tenga senüdo no es difícil. La lucha por aprender es siempre una lucha por

encontrar sentido y cuando aprendemos algo, lo aprendemos de forma que signifique algo para nos-

otros (no importa cómo le pueda parecer a los demás). Lo que aprendemos - y el aprendizaje no se

puede evitar - son las formas particulares de resolver o evitar un problema. Si encontramos una esbra-

tegia que nos sirva, eso es lo que aprendemos. Y lo que aprendemos no se puede borrar. Los malos

hábitos son tan persistentes como los buenos.

La inventiva de los niños no conduce necesariamente a conclusiones productivas. Los niños
83.- Una introducción accesible al coDstiucüvismo desde el punto de vista educativo se encuentra enFosNOT(1995), Ver además SAXE (1991).
84- KAMR (1985, 1989? 1994, 2000). Los ejemplos y afiimaeiones de esta sección han sido extraídos del uabajo de Conscanoe Knmii.
85.- Kamii se refiere a las reglas coDveaciouales páralos procediliúeutos matemáricos, como "Hevcir" o "lomar prestdtlü", como algoritmos. Su iuves-

rigaciún que muesna los efectos perniciosos de euseñar algoritmos en los cuatro primeros cursos de primaria, asi como otros hallazgos similares en otras
partes de] mundo, aparecen en KAMU y DOMINICK (1998). En iclaciún con las fonnas en que los profesores intenlan generar peiuamiento matemfiáco a
ü-avés de problemas y discusiones, ver COBB y BAUERSFEUI (1995) y CARPENTER, FENNEMA, FRANKE, LEVI y EMPSON (1999).
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pueden aprender las cosas equivocadas. Veamos algunos ejemplos.

Contar con el contar

La afirmación que subyace a muchos métodos de enseñanza prácticos es que contar es el

alma de las matemáticas. Los niños tienen que aprender en primer lugar a contar (adquirir un "senti-
do numérico'"), a continuación adquirir un conocimiento del sistema de base y del sistema de coloca-

ción, dominar operaciones t:simples" (suma, resta, multiplicación y división simple), y memorizar un
número de "hechos matemáticos" (tablas de sumar y multiplicar) y alguna geomebrfa elemental.

Entonces estarán en posición de aplicar las matemáticas en situaciones prácticas y de profundizar en

aspectos de las matemáticas, como fracciones y decimales, álgebra, geometría superior, exponentes y

logaritmos. Por desgracia, contar es lo único que muchos de los estudiantes consiguen aprender, y su

confianza en el recuento no les deja avanzar.

La idea de contar resulta fácil a los niños debido a que las ideas implícitas (uno, más, todos)

están arraigadas en el lenguaje y en la experiencia diarias. Los problemas simples de sumas, y a su

debido tiempo de multiplicación y resta, se solucionan normalmente con variantes espontáneas del

recuento.

La suma comienza normalmente con una simple continuación del recuento - el proceso cono-

cido como contar hacia adelante. Si se les pide que sumen 3 y 2, los niños comienzan en el 3 y usan

los dedos para "contar hacia adelante" dos números más: cuatro, cinco .

Muy pronto los niños son capaces de distribuir con el uso de los dedos, pero contando men-
taimente - "cuatro más tres son cinco-seis-siete"BS. Con el "contar hacia adelante", los estudiantes

pueden sumar números de dos dígitos sin tener que preocuparse de llevarse: ocho más cuatro son
nueve-diez-once-doce"; "doce más cuatro son trece-catorce-qwnce-dieciséis . En efecto, estos estu-

diantes no tienen noción de que los números por encima de nueve son diferentes de los números que

los preceden - incluso si se deben escribir con dos dígitos. No comprenden el sistema de base.
El problema puede agravarse por el hecho de que los números del diez al veinte no suenan

como si ñieran diferentes de los números por debajo de diez.

Veintiuno, veintidós, etc., suenan como combinaciones d6 números más pequeños, como lo

hacen dos cientos dos, y doscientos breinta y cuatro. Pero diez, once, doce, trece.... Diecinueve, vein-

te suenan como todos indivisibles.
El contar hacia adelante es casi universal. Los niños con frecuencia inventan el procedimien-

to de forma espontánea, o están dispuestos a adoptarlo de otros niños o del profesor. Debido al éxito

inmediato que este procedimiento aporta, algunos profesores lo enseñan con la creencia de que ayu-
dará a los niños a progresar en las matemáticas. Esto puede ser cierto, pero solamente por un momen-

to.

Los niños que usan este procedimiento aprenden rápidamente que el modo eficaz de realizar

una suma contando es hacerlo partiendo del número mayor. Cuando se les pide que sumen 3 y 9,con-

taran hacia adelante tres partiendo de nueve en vez de contar nueve partiendo de tres. Una vez más,

parece que están adquiriendo maestría, pero en realidad están explotando un atajo inteligente para con-

seguir respuestas correctas que lo único que les proporcionan son ganancias a corto plazo.
Estos niños tienen además pocos problemas en trasladar el proceso a la resta, ayudándose del

"contar para atrás": si a nueve le quitas tres son ocho-siete-seis, contando a hurtadillas hacia atrás con

.los dedos o con la imaginación.
La acütud generada al saber que diez, once y doce son una conünuación poco complicada de

siete, ocho y nueve puede que no revele las dificultades implícitas hasta que los niños se enfrenten a

problemas escritos que tengan números de dos dígitos.

86.- BaroOtly (1987). Véase ademes Biiroody (1995).
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Para entonces, los niños puede que tengan poca idea de lo que supone "llevarse" en una suma
de dos dígitos o prestar" en una resta de números con dos dígitos.

O bien consideran las columnas como problemas separados de números de un solo dígito o se
sienten confusos al no saber qué hacer con un dígito extra:

3737
+ 18

45 (ó 415)
-18

29 (ó 21, restando los números más pequeños de los mayores)

No han entendido que los dígitos en la posición de las "decenas" (como el 3 en 37) no son

números a partir de los que se puede contar hacia adelante (o contar hacia atrás), como los dígitos en

posición de la unidad; los números en la posición de las decenas son tipos diferentes de números, a

pesar de su similitud en apariencia, bien aparezcan verticalmente en "sumas" o aparezcan simplemente

aislados en números de dos o más dígitos (37 o 200). Esto no es cuestión de convenciones o de pro-
cedimientos; es una cuestión de relaciones.87

Los esfuerzos por enseñar la base y la colocación independientemente del recuento no tendrán

éxito alguno porque los niños carecerán de un marco en el que entender de qué les está hablando el

profesor (incluso si aprenden a repetir de memoria lo que el profesor está diciendo). Con su ingenui-

dad pueden descubrir o aprender formas de proporcionar respuestas correctas sin comprender por qué
están haciendo lo que están haciendo.

Este no es un tema trivial. No se resuelve insistiendo en los mecanismos de llevarse y prestar.

El problema no radica en lo que los niños no han aprendido (los sistemas de base y de colocación),

sino lo que han aprendido ya de forma indeleble: que todos los problemas se pueden resolver contan-
do.

El fracaso en la comprensión de los sistemas de base y de colocación no son más que dos de

los múltiples problemas con los que se enfrentarán los niños que aprenden que la suma es contar hacia
adelante y la resta contar para atrás.

Cuando "más" debería ser "menos"

La creencia de que la suma significa "más" y la resta significa "menos" nos conduce al final a

tener problemas con los números negativos. La suma de un negativo (4 + -1 = 3) convierte al numero

positivo en otro más pequeño, y la resta de u negativo (4 - -1 = 5) convierte al número positivo en otro

mayor. Esto resulta incomprensible para muchas personas que no han cruzado el muro de cristal para

entrar en el mundo de las matemáticas. Pueden memorizar las "reglas" lo suficientemente para ser

capaces de recitarlas; pueden incluso ser capaces de llevar a cabo procedimientos de vez en cuando;

pero nunca podrán entender. ¿Qué se puede hacer? De poco servirán las explicaciones y la memori-

zación será algo inútil. La solución inmediata debe ser posponer la enseñanza, sea lo que sea que exija

el curriculum, hasta que el estudiante se sienta cómodo en el mundo de las matemáücas.

Existen problemas similares con la multiplicación cuando se considera una suma repetida, así

como la división una resta repetida. La multiplicación por un número menor que 1 da como resultado

un número más pequeño (4 x 0,5 = 2); mientras que la división por un número menor que 1 crea un
número mayor (4 H 0,5 = 8). Esto una vez más puede confundir a los niños (y a algunos adultos tam-
bien).

La convicción de que la mulüplicación da como resultado un número mayor conduce a la con-

87.- E] valor del lugm es muy difícil de comprender para los níitoa de primnriu. En realidad, üpenas la mitEici de los lúños que Kanüi estutlió de 4° curso
y solamente un 78 por ciento de los de 8 curso enieudierou que el 1 en 16 significa 10 (FCAMH, 2000, p.81).
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fusión con respecto a muchos problemas del mundo-reaF, por ejemplo en la conversión de tempera-
turas y cambio de divisas. Pasar de grados Fahrenheit a grados Celsius implica multiplicar por 5/9 (o

lo que es lo mismo, por 0,6), algo que muchos ajenos a las matemáticas se muestran reacios a hacer.
Muchas personas no tienen problema alguno en multiplicar el precio de un objeto en dólares america-

nos por (digamos) 1,5 para obtener el equivalente en moneda canadiense, pero ponen obstáculos a
multiplicar un dólar canadiense por 0,67 para saber a cuánto equivale en dólares americanos. Creen

que 0,67 y cualquier otro número menor que 1 implica división.

Muchos niños se niegan a dividir un número menor por uno mayor, por lo que ponen en mar-
cha la típica estrategia de multiplicar si el segundo número es mayor que 1 y dividir si es menor que

1. No tienen problema alguno en calcular el coste de 3,5 litros de zumo a 1,25 euros el litro, una sim-

pie multiplicación, pero no saben como reaccionar ante el problema de 3, 5 lihros a 0,75 euros el litro

- quieren dividir.

Todos estos problemas surgen porque los niños están convencidos de que la suma y la multi-
plicación significan "más" y la resta y la división significan "menos". Estas conceptualizaciones son

difíciles de superar. Puede que no sean conscientes, pero proporcionan una base falsa sobre la que
construir matemáticas más complejas. Y con este fallo constante surge el desánimo inevitable y la con-
vicción de que el individuo no tiene el tipo de mente (o cerebro) adecuada para las matemáticas.

Los niños también tienen frecuentemente problemas para leer los numerales con más de un

dígito. Pueden arreglárselas con 47, donde la parte del "cuatro" se dice antes de siete , pero tienen

dificultades con 17 o 217, donde los números no se dicen en el orden en que se escriben. Además tie-

nen problemas con cualquier número que incluya ceros (2007 o 207), porque el cero no es un núme-

ro de los de contar.
Por la misma razón, muchos niños tienen dificultades en comprender que las fracciones son

números; y es que normalmente no contamos menos de números enteros.

Los niños deben aprender que con excepción de los números entre 13 y 19, los números con

más de un dígito se leen de izquierda a derecha (como las oraciones en lenguaje escrito), aunque los
cálculos se realicen de derecha a izquierda (sumar, restar o multiplicar las unidades antes de las dece-

ñas, y las decenas antes de las centenas) - excepto en el caso de las divisiones, donde todo se realiza

de izquierda a derecha.
Todas estas cosas, que parecen obvias a cualquiera que las pueda realizar, resultan confusas e

incluso irracionales para muchos estudiantes.
La solución para todos estos problemas pedagógicos se cree que es la enseñanza y la práctica

aplicada específicamente a los procedimientos con los que el estudiante tiene dificultad. Si el estu-

diante tiene dificultad en llevarse o en multiplicar números menores que uno, se le enseñará a llevar-

se y a multiplicar por números menores que uno, a fuerza de repetición y retroalimentación, de acuer-
do con el criterio común. Pero el problema viene de mucho más atrás, del hecho de que al adquirir las

destrezas básicas sobre la suma y la resta con un solo número, los niños aprendieron conceptos que

iban a interferir con el posterior aprendizaje.
El punto de vista del recuento hace que se considere a los números enteros más fáciles que

los demás números. Se prefieren los problemas como 2, 8 x 6 antes que el idéntico 6 x 2, 8, y las mis-

mas trasposiciones se pueden hacer para el caso de la división (prefieren 2,8 - 6 que 6 - 2,8), donde

la inversión constituye una diferencia sustancial.

88 - Lns dificultfldes que pueden surgir cuando se adopta el recuento corno base para las, matemáticas hau sido ampliamente reconocidas, Una alteraau-

va común es enseñar alguna fonna de reagrupHmienu), por la que los números relacionados en el proceso malcmalico pueden leorganizuree en modelos

dísüntos, centráDdose COD tecuencia en mtílliplos de 10. estos nuevos modelos reducen la necesidad que aenen los nifios de coular hacia delame y les
hacen ver las estructuras ¡uleidependientes de los números, por ejemplo, en vez de enseflaries a calcular 7+6 comando hacia delnnte hasta 13, los esta^
diautes primero aumenHriin el 7 hasta 10 (quitándole 3 al 6} y a conüuuactón sumariu el 3 restmie para conseg""'™ [o[al.de_13,Del misln° °_'_
- 5 se resolvería quiuuido 4 al 5 para reducir 14 a 10 y a continuación deduciendo el 1 rcsKmle para alcanzar la solución de 9, Con práclica y conoci-
mientes, la rcagrupación no es lan complicatlfl como podría resultar. Muchos niHos reagnipaii de modo espouláneo Tunbién los fldultos lo haceD cuan-

do suman largus columuas de cifras, sin ser del todo conscientes de lo que están haciendo. La reagmpación puede evitar algunos de los emiies de lle^

varsey'pre.star y además dene la venlaja de que se reorganizan los números en grupos eu los que los modelos y las estructuras matemáticas son obvias

y productivas, (Ver KAMII, 1985, 1989,1994,2000).
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Las estrategias de recuento permiten a los estudiantes completar las tareas que se les exigen

tanto el profesor como los materiales educativos, pero es posible que lleguen a la conclusión siguien-

do caminos que el profesor no sospecha ni se da cuenta de que supondrán posteriormente un serio
menoscabo88.

Irónicamente, lo que en un principio hace que los niños parezcan competentes en los ejerci-
cios con aptitudes básicas resulta ser un perjuicio en su posterior progreso. Encuentran formas de con-

seguir gran velocidad por la superficie del agua, pero no consiguen el empujón necesario para despe-

gar.

El dilema al que se enfrentan los profesores cuando tratan de entender lo que ocurre en la

mente del niño también supone un dilema para los investigadores, quienes posiblemente no estén exa-

minando lo que piensan y proclaman estar investigando. La situación no mejora por el hecho de que

tanto la evaluación como la investigación tiendan a centrar su atención en los aspectos de las mate-
máticas que resultan "obviosív y fáciles de contar y medir.

Otro medio destacado de hacer que las matemáticas sean prácticas es implicar a los niños en

actividades de estimación. Es cierto que las matemáticas prácticas de los adultos con frecuencia inclu-

yen la estimación - en los presupuestos, en las tasas de los impuestos, en el cálculo de totales mien-

tras se compra, se da propina y se revisa el cambio. Pero la estimación no forma parte de las materna-
ticas; es una aplicación práctica. Las matemáticas son precisas, e intentar enseñar la estimación como

parte de las matemáticas confunde a los niños y los lleva a esforzarse por evitarlas. Una estrategia que

los niños han inventado para los problemas de estimación consiste en realizar el cálculo justo y luego

redondear al alza o a la baja.

Muchos niños de infantil son capaces de dar sentido a los problemas de sumar y restar inclu-

so cuando no ven la evidencia - por ejemplo, cuando se les pregunta cuántos niños habrá en una tien-

da si dos ya están allí y faltan dos por llegar. Pero si se les presenta el mismo problema con notación
matemática formal (2 + 2 = ?) serán incapaces de encontrarle senüdo." Los niños también tendrán

problemas con el signo igual ( = ): piensan que es una orden para hacer algo.

Problemas con las palabras

Se cree que las matemáticas pueden ser más significativas, y la enseñanza de ellas más efecti-

va, si los procedimientos y los problemas matemáticos se presentan en forma de lenguaje cotidiano.
Se cree que los niños se sentirán más cómodos usando números y operaciones numéricas simples en

situaciones auténticas" del lenguaje natural.

Pero existen dudas de si los "problemas de palabras" - que incluyen (o esconden) aplicacio-

nes matemáticas en relatos" - hacen algo por mejorar la comprensión matemática.89 Esos problemas

se deben desarrollar y usar cuidadosamente de forma que fomenten entre los niños el deseo por des-

arrollar técnicas computacionales relevantes. De otro modo, los niños fácil pero conscientemente sub-

vertü-án los objetivos de los profesores mostrando la misma originalidad e inventiva que muestran en
situaciones puramente matemáticas.

Por ejemplo, solucionarán problemas con palabras (con éxito) gracias a la sabiamente inven-
tada estrategia de buscar palabras clave. "Más" se toma con el significado de sumar y "menos" con el

de restar.w Se guiarán por el tamaño de los números, el tipo de números y el número de números que

aparecen en los problemas para determmar si deberían sumar, restar o multiplicar.91

Los niños parecen ganar control pero en realidad lo que hacen es encontrar señales y atajos

prácticos que al final constituyen un obstáculo para su posterior progreso. Normalmente prefieren sus

propios procedimientos inventados antes que los procedimientos formales que no comprenden.
Muchos niños harán lo imposible por evitar leer y analizar el lenguaje intentando solucionar

los problemas de palabras. Existen buenas razones para ello. Las estmcturas matemáücas no son fáci-
les de ocultar con problemas de palabras, y el mismo problema matemático puede estar incluido en

diferentes estructuras lingüísticas. La capacidad oral por sí sola no es suficiente para solucionar los

problemas de palabras", ni es signo de dominio en la computación.

Los errores se cometen de modo consistente, no porque los estudiantes no estén pensando, sino

porque encuentran con rapidez la palabra clave que están buscando. Los estudiantes que consiguen

más respuestas correctas (los de mejores aptitudes) normalmente necesitan más tiempo, porque refle-
xionan más."

89.- faisle la idea popular de que el aprendizaje de las iimlemáricas teudrán lugur solamente si los niños hablan de los "pmbtewa!,", pero eso depende
de si existen ideas de las que hablar, S& pueden encontrar aigum&ntos mteresanijes a favor y CD contra del valor de mcluír pfoblennas matEmálicos en rela-

tos en BICKMORE-BRAND (1990). WOOD (1988) afinnB que "hacer relevanies tas matewáticus u los niños mvocando imtígenes habítuüles no solamente
no servirá para simplificar sus problemas, sino pura hacérselos más ciifkUn" (p.199). Véase además BACKHOUSE, HAG&ARTY, PiRtE y STRATTON(1992),
90.- PE CORTE y VERCHAFFEL (1989, p,94)
9L-MANOAN (1989, p-U5)
92.-MANGAN (1989, p-113)
93.- MULHERN (1989, p. 36)

Fomentar una mente matemática

Puesto que las matemáücas deben provenü' de la mente del estudiante, de aquí se deriva que
ningún gmpo o secuencia de principios educativos garanüzarán el aprendizaje. Lo que importa es si el

estudiante se siente confuso o desanimado cuando se encuentra con las matemáticas.
El fracaso con el método educativo no significa que el niño sea mcapaz de comprender las

matemáticas; significa que el niño - en ese momento y con esos materiales - está confuso o perplejo.

Ese fracaso no exige que el niño deba recibir una educación o una práctica intensivas por parte del pro-
grama educativo que le está causando las dificultades, sino más bien, es necesario que la dificultad de

esa parte del programa se identifique y se evite. Por desgracia, esta no suele ser la opinión del profe-

sor, quien considera que la dificultad ocasional que algunos niños muestran es un reto, o el punto de

vista del curriculum. Y muchos padres tampoco ayudan. Ellos sobrevivieron a las matemáticas de la

escuela, así que ¿Por qué no lo iban a hacer sus hijos?
Al igual que el fracaso no significa incapacidad, así el éxito, en forma de respuestas correctas,

no garantiza que el niño esté aprendiendo nada útil o productivo. La efímera sensación de éxito al con-

seguir buenas notas se viene abajo cuando a continuación llega la imposibilidad de enfrentarse a situa-

ciones más complejas. "El pánico a las matemáticas" se considera una causa persistente de fracaso, a

resultas de aprender la técnica sin comprenderla.96
Los niños se verán abrumados al enfrentarse a demasiada información de una vez - por ejem-

pío, los números largos y el sistema de colocación. Se pueden frustrar por miedo al fracaso, por una

repetida inmersión en algo que no comprenden, por falta de tiempo y por extraños miedos, como la

ortografía, el orden, los exámenes y las notas. La mayoría de las soluciones de apoyo y tutoriales des-
tacan el uso de los números y el recuento. Con frecuencia no consiguen reconocer que las matemáti-

cas no se pueden explicar con el lenguaje diario ni se pueden aprender de memoria, que lo que al pro-
fesor le parece obvio dista mucho de parecérselo al alumno, y que la capacidad para hacer algo no sig-

nifica necesariamente que se haya entendido.
Los estudiantes se enfrentan a muchos tipos de dificultades. Localizar esas dificultades en el

cerebro del estudiante y darles nombres pseudo- médicos sirve de bien poco. Lo que hace falta es más
tiempo, más comprensión, más sensibilidad, menos presión, un enfoque de la educación de las mate-

máticas fundamentalmente diferente, acentuar la comprensión más que la memorización - y en oca-

siones, un periodo de convalecencia mental.

94-HucKES(l986,Cáp, 3)
95 - HUGHES (1986, Cap 7)
96,-BuxTON(1991)
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más respuestas correctas (los de mejores aptitudes) normalmente necesitan más tiempo, porque refle-
xionan más."

89.- faisle la idea popular de que el aprendizaje de las iimlemáricas teudrán lugur solamente si los niños hablan de los "pmbtewa!,", pero eso depende
de si existen ideas de las que hablar, S& pueden encontrar aigum&ntos mteresanijes a favor y CD contra del valor de mcluír pfoblennas matEmálicos en rela-

tos en BICKMORE-BRAND (1990). WOOD (1988) afinnB que "hacer relevanies tas matewáticus u los niños mvocando imtígenes habítuüles no solamente
no servirá para simplificar sus problemas, sino pura hacérselos más ciifkUn" (p.199). Véase además BACKHOUSE, HAG&ARTY, PiRtE y STRATTON(1992),
90.- PE CORTE y VERCHAFFEL (1989, p,94)
9L-MANOAN (1989, p-U5)
92.-MANGAN (1989, p-113)
93.- MULHERN (1989, p. 36)

Fomentar una mente matemática

Puesto que las matemáücas deben provenü' de la mente del estudiante, de aquí se deriva que
ningún gmpo o secuencia de principios educativos garanüzarán el aprendizaje. Lo que importa es si el

estudiante se siente confuso o desanimado cuando se encuentra con las matemáticas.
El fracaso con el método educativo no significa que el niño sea mcapaz de comprender las

matemáticas; significa que el niño - en ese momento y con esos materiales - está confuso o perplejo.

Ese fracaso no exige que el niño deba recibir una educación o una práctica intensivas por parte del pro-
grama educativo que le está causando las dificultades, sino más bien, es necesario que la dificultad de

esa parte del programa se identifique y se evite. Por desgracia, esta no suele ser la opinión del profe-

sor, quien considera que la dificultad ocasional que algunos niños muestran es un reto, o el punto de

vista del curriculum. Y muchos padres tampoco ayudan. Ellos sobrevivieron a las matemáticas de la

escuela, así que ¿Por qué no lo iban a hacer sus hijos?
Al igual que el fracaso no significa incapacidad, así el éxito, en forma de respuestas correctas,

no garantiza que el niño esté aprendiendo nada útil o productivo. La efímera sensación de éxito al con-

seguir buenas notas se viene abajo cuando a continuación llega la imposibilidad de enfrentarse a situa-

ciones más complejas. "El pánico a las matemáticas" se considera una causa persistente de fracaso, a

resultas de aprender la técnica sin comprenderla.96
Los niños se verán abrumados al enfrentarse a demasiada información de una vez - por ejem-

pío, los números largos y el sistema de colocación. Se pueden frustrar por miedo al fracaso, por una

repetida inmersión en algo que no comprenden, por falta de tiempo y por extraños miedos, como la

ortografía, el orden, los exámenes y las notas. La mayoría de las soluciones de apoyo y tutoriales des-
tacan el uso de los números y el recuento. Con frecuencia no consiguen reconocer que las matemáti-

cas no se pueden explicar con el lenguaje diario ni se pueden aprender de memoria, que lo que al pro-
fesor le parece obvio dista mucho de parecérselo al alumno, y que la capacidad para hacer algo no sig-

nifica necesariamente que se haya entendido.
Los estudiantes se enfrentan a muchos tipos de dificultades. Localizar esas dificultades en el

cerebro del estudiante y darles nombres pseudo- médicos sirve de bien poco. Lo que hace falta es más
tiempo, más comprensión, más sensibilidad, menos presión, un enfoque de la educación de las mate-

máticas fundamentalmente diferente, acentuar la comprensión más que la memorización - y en oca-

siones, un periodo de convalecencia mental.

94-HucKES(l986,Cáp, 3)
95 - HUGHES (1986, Cap 7)
96,-BuxTON(1991)
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Los "consejos prácticos" para el profesor tampoco sirven de nada. Resulta insultante sugerir-

les que sus problemas desaparecerán solamente con cambiar de método. Por el contrario, deben sen-

sibilizarse para reconocer si sus alumnos, tanto los que "tienen éxito" como todos los demás, están

operando en un mundo de fragmentos de lenguaje o en el mundo de las matemáticas.

Todo el mundo puede pensar matemáticamente. Que deteraunados individuos desarrollen su

potencial o no depende con mucho de sus encuentros iniciales con el mundo de las matemáticas y con
el muro de cristal.
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Este libro desea proporcionar un conocimiento

profundo a los lectores interesados en las matemáticas,

a quienes les gustaría conocer mejor cómo aprender

matemáticas (o cómo enseñarlas), o que pudieran eslar

interesados en llegar a comprender porqué es tan difícil

aprender matemáticas (o enseñarlas). La discusión

podría interesarles a los profesores implicados en

cualquiera de los aspectos de la enseñanza primaria.

a cualquiera que tenga que ver con las matemáticas,

el lenguaje, el pensamiento y el potencial del cerebro

humano (o mejor dicho, de los seres humanos) en

general.

El libro no ü'ata de poner de manifiesto cómo deberían

enseñarse las matemáticas, excepto por la constante

reiteración de que se deben aprender con la

comprensión. No existen testimonios sobre métodos

o materiales específicos, porque a la larga no sirven.

Lo que marca la diferencia en el aprendizaje es la

comprensión, no cómo las matemáticas se relacionan

con el mundo físico, sino los tipos de relaciones que

existen dentro de las matemáticas. Lo que marca la

diferencia en la enseñanza es conocer lo que cada

estudiante encuentra interesante y comprensivo, más

que fmslrante y difícil. La enseñanza y el aprendizaje

dependen del conocimiento compartido, que no es

algo que los métodos y materiales didácticos puedan

generar o que las guías curriculares puedan decretar.
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